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Vorwort 



In Ausfiihrung eines langgehegten Planes habe ich in dies< 
Buche vornehmlich jene Materien zur Darstellung gebracht, die fit 
den Rahmen des Inhaltes meiner ,,Vorlesungen liber Differential- u 
Integralrechnung" hinausgehend an unsern Technischen Hochscliu] 
zum Vortrage gebracht werden. Ich habe aber die Anlage und ( 
staltung so gewahlt, daB das Buch auch seine selbstandige Stellu 
behaupten konne als Einfuhrung in das Studium der hoheren Gebit 
der Matbematik; darum sind auch die Elemente der Differentialrechnu 
aufgenomrnen worden, um ibre organiscbe Verbindung rait den ande 
bebandelten Gebieten berstellen' zu konnen. 

Das Buch umfafit eine recht eingehende Entwicklung des Zal 
begriffs 7 die Darstellung von Zahlen durch unendliche arithraetisc 
Prozesse, eine Einfiihrung in die Funktionentheorie ? im Anschlus 
daran die Elemente der Differentialrechnung nebst den ersten A 
wendungen der Differentialquotienten, weiter die Determinantentheor 
die zur Geltung kommt in der sich anschlieBenden Gleichungsleh 
endlich die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes in jeni 
AusmaBe und solcher Form, wie es namentlich als Vorbereitung a 
das Studium der Mechanik erforderlich erscheint. Im iibrigen ha 
ich dieselben Grundsatze befolgt ; die mich bei der Abfassung der ?; Vc 
lesungen tiber Differential- und Integralrechnung" geleitet haben. 

Meinem Kollegen Prof. Dr. K.Zsigmondy bin ich fiir seine freun 
liche Unterstiitzung beim Lesen der Korrektur zu Danke verpfiichi 

Wien, September 1908. 

Der Verfasser. 
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L Abscknitt. 

Der Zahlbegriff. 

1. Reelle Zahlen. 

1, Einleitende Bemerkung. Den Gegenstand der Arithmetifc, 
Algebra und Analysis bilden die Zahlen. 

Der allgemeine Zahlbegriffj der die verschiedenen Alien von Zahlen 
umfaBt, mit welchen sich die genannten Teile der Mathematik be- 
schaftigen, hat sich aus dem Urbegriff der naturlichen Zahlen ent- 
wickelt; den Anlafi dazu gaben einerseits das Bedtirfhis der Anpassung 
an die reale Wirklichkeit, anderseits die abstrakten Forderungen der 
Wissenschaft. 

Bei der Darstellung des Zahlbegriffs kann man, dem historischen, 
zngleich naturlichen Grange sich nahernd, den Ausgangspunkt von dem 
realen Ursprung der Zahlen nehinen oder aber auf den formalistischen 
Standpunkt sich stellen, der von einer Bezugnahme auf die reale Welt 
absieht. Darstenungen der letzteren Art sind im Gefolge der in neuerer 
Zeit gepflogenen kritisehen Durchforschung der Mathematik auf ihre 
logischen Grundlagen entstanden. 

Handelt es sich um eine Einfiihrung in die Mathematik, bei der 
wie hier die Anwendungen in den Vordergrund rucken, dann wird der 
^rste Ausgangsptmkt vorzuziehen sein. 

2. Naturliche Zahlen. Unter einer Menge versteht man einen 
Inbegriff von unterscheidbaren Objekten irgendwelcher Art. Die einzelnen 
Objekte werden Einheiten (Elemente) der Menge genannt. 

Die Menge ist lestimmt, wenn in einer jeden Zweifel ausschliefienden 
Weise die Zugehorigkeit der Objekte zu ihr erkennbar ist. Die Objekte 
konnen kojikret, mit den Sinnen wahrnehmbar sein oder nur in der 
Vorstellung existieren. 

Die Eigenschaften einer (konkreten) Menge, der Eindruck, den sie 
auf unsere Sinne ausubt, konnen von den verschiedensten Unastanden 
abhangen und daher auch mannigfach abgeandert werden. Eine Menge 
verschieden gefarbter Kugeln wird je nach der raumlichen Anord- 
nung, Konfiguration, je nach der Gruppierung der Farben eiren ver- 
schiedenen Eindruck auf das Gesicht machen, eine Menge von Pauken- 

Czuber, H6h.ere Mathematik. 1 



9 Der Zahlbegriff. 1. Heelle Zafclen. 

sehliigen yerschieden auf das Gehor wirken. je naclidem die Schlage 
in liingereu Pausen aufeinander folgen oder zu einem Wirbel ver- 
einigt sind. 

Die Eigenschaft nner 3Ienge, die undbhcingig ist von der Natur der 
Einlieiten, ton fiirer {mumlichen oder zeitliclien) Anordnung, die also 
nmermukrt erJtalten lleibt, wenn man die Einheiten einzeln durcli andere 
untersclteidlare Obj&te ersetzt oder untereinander vertauscht (sofern dies 
mogh'chj, mnnt man die Quantitat der Menge. 

Alle anderen Eigenschaften machen die Qualltdt der Menge aus. 
So verschieden aber die Eigenschaften der einzelnen Einheiten sein 
konnen, so werden sie doch ?? kraft ihrer Zugehorigkeit zur Menge li 
als gleichartig angesehen. IsTeben dieser rein konventionellen konnen 
die Einheiten auch eine wesentliche Gleichartigkeit aufweisen ? in- 
dem sie Spezialisierungen einer Gattung bilden. Ein Kasten, ein 
Tisch ; ein Stnhlj ein Mensch, ein Hund ? ein Vogel nnd eine Pflanze 
bilden eine Menge, sofern sie z. B. die in einem gescKLossenen Raume 
befindlichen Objekte ausmachen, nnd nur insofem sie znm Inhalte des 
Eaumes gehoren, werden sie als gleichartig aufgefaBt. Mebrere in 
einem Zimmer versammelte Personen bilden eine Menge von auch 
wesentlich gleichartigen Einheiten Wenn von Mengen gleichartiger 
Einheiten gesprochen wird> so ist dies zumeist im letztgedachten Sinne 
gemeint. Es ist hiernach auch klar ? was unter gleichartigen Mengen 
zu yerstehen ist. 

3. Um zwei Mengen auf ihre Quantitat miteinander zu vergleichen, 
bildet man sie aufeinander ab. Hierunter soil ein (effektiver oder ge- 
danklicher Prozefi) verstanden werden, durch welchen die Einheiten 
der einen Menge einzeln den Einheiten der andern Menge zugeordnet, 
auf sie lezogen werden. 

Bei zwei Mengen von Kugeln kann man diesen ProzeB beispiels- 
weise so ausgefuhrt denken ; da8 man jedesmal einer Kugel der einen 
Menge und gleichzeitig einer Kugel der andern Menge ein Zeichen 
macht, wobei eine bereits gezeichnete Kugel nicht wieder einbezogen 
werden darf. 

Wenn bei dem Abbilden zweier Mengen aufeinander beide erschopft 
werden, so nennt man die Mengen in bezug auf die Quantitat gleich. 

Alle Mengen, die sich in solcher Weise auf eine Vergleichsmenge 
abbilden lassen, sind quantitatsgleich. Denn mit der Abbildung auf 
die Yergleichsmenge geht auch eine Abbildung der Mengen aufein- 
ander einher, indent die Einheiten der einzelnen Mengen, die auf die 
namliche Einheit der Vergleichsmenge abgebildet werden, auch auf- 
einander abgebildet sind. 

Wenn bei dem Abbilden zweier Mengen aufeinander die eine er- 
schopft wird, wahrend von der andern noch Einheiten verbleiben, die 
an der Abbildung nicht teilgenommen haben, so soil die Quantitat 



Xatiirliche Zahlen. . 3 

der zweiten grofier heifien als die der ersten, jene der ersten Ideiner 
als die der z\veiten. 

Die Quantitat ist demnach eine Eigensehaft, die versehiedener 
Grade fahig ist. 

4, Zur "Bezeklmnng dieser Grade dienen die Zahlen. 

Eine Zahl ist hiernach der Ausdruck fur den Quantitatsgrad einer 
Menge und aller mit ihr quantitatsgleichen Mengen. Die Beziehungen 
,,groBer", , ? kleiner" libertragt man von den Mengen auf die zugehorigen 
Zahlen. Darin, da6 die Zahl sich nur auf die eine Eigenschaft einer 
Menge bezieht nnd von alien andern absieht, liegt der Grund fur die 
auBerordentlieh groBe Anwendbarkeit der Zahlen. 

Um die Quantitatsgrade wohlgeordnet zu erzeugen, gehe man von 
einer Einheit (als einer uneigentKchen Menge) aus, fiige zu ihr eine 
weitere Einheit, zu der so gebildeten Menge eine neue Einheit, und 
fahre so fort; gedanklich besteht kein Eindernis, dieses Verfahren 
oJme Ende fort-zusetzen. Den Quantitatsgraden der auf diese Art nach 
und nach entstandenen Mengen ordnet man (fur den mundlichen Ver- 
kehr) Namen Zahlivarter , (fur die schriftliche Mitteilung) 
ZeicJien Zaldzeichen zu. 

Die hierdurch ausgedriickten Zahlen heifien natllrliclte Zalilen und 
bilden in der eben beschriebenen Aufeinanderfolge die naturliche 
ZaJilenreihe. In Worten: eins, zwei, drei, yier . . ., in Zeichen: 1, 2, 
3,4.... 

Man kann mit den natiirlichen Zahlen auch die Null TO) einfiihren 
als Ausdruek (Zeichen) fur die Negation einer Menge, fur das Xicht- 
vorhandensein jeglicher Einheit. Indessen ist es nicht gebrauehlieh, 
sie in die naturliche Zahlenreihe aufzunehmen, von der sie dann den 
Anfang zu hilden hatte. 

Solange man es nur mit Mengen bis zu einer bestimmten faiafiigen) 
GroBe zu tun hat, konnten Zahlworter und Zahlzeichen willkurlich 
gebildet werden, um dem beschrankten Bediirfnis zu geniigen. So- 
bald aber die Notwendigkeit oder das Verlangen vorliegt, beliebig 
groBe Mengen ihrer Quantitat nach zu kennzeichnen, ist ein Bildimgs- 
prinzip fiir Namen und Zeichen erforderlich. Wir besitzen hierfur 
jenes Prinzip, das dem dekadischen Zahlensystem zugrunde liegt. 

3. Um die Quantitat einer Menge zu bestimmen, sie zu sahlen 
(abzuzahlen), bezieht man ihre Einheiten in irgendeiner Anordnung 
auf die Glieder der natiirlichen Zahlenreihe; die znr letzten Einheit 
gehorige Zahl bestimmt die Quantitat der Menge. 

Statt von der Quantitat der Menge spricht man auch von der An- 
zahl der in ihr enthaltenen Einheiten. 

Insofern die Zahl dazu dient, die Anzahl der Einheiten in einer 
Menge auszudriicken, heiBt sie Kardindlzahl. Sie kommt dann auf 
die Prage ,,wie viel?" zur Antwort. 
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Die beim Zahlen einer ,,geordneten 4i Menge auf eine bestimmte 
Einheit treffende Zahl kann aber aueh dazu dienen, die Stellung der 
Einlieit in der Menge zu kennzeichnen. In dieser Verwendung heifit 
die Zahl eine Ordinalsahl; ihr Name (oder ihr Zeichen) wird adjek- 
tivisch gebraueht und kommt in dieser Form auf die Frage , ? der (die, 
das) wievielte?" zur Ant wort. Drei (3) Grlockenschlage der dritte 
(3.) Glockenschlag. 

Es 1st auch die Anschauung ausgesproclien worden, der Begriff 
der Ordinalzahlen sei der urspriingliche und der der Kardinalzahlen 
von ihm abgeleitet. Auch die Auffassung ist in der Literatur ver- 
treten, die in der Zahlenreihe nur Zeichen in bestimmter Sukzession, 
ohne Bezugnahme auf Mengen, erblickt. 

Der eingangs beschriebene primitive ZahlprozeB erfahrt fur prafc- 
tische Zwecke eine weitgehende Ausgestaltung, die schon in das Ge- 
biet der Arithmetik fallt. 

Der unmittdbaren Et-fasswig der Quantitat einer Menge sind selbst 
bei groBer Ubung enge Schranken gesetzt; nur ganz Heine Mengen 
wird man auf den ersten Blick ihrer Quantitat nach erkennen, und 
selbst da spielt die Eonfiguration eine groBe Rolle. Man denke an 
Dominosteine, an Kartenblatter, an die regelmaBige Anordnung von 
Munzen u. dgl. zum Zwecke des Zahlens. Eommt es so schon bei 
Mengen von funf, sechs, sieben ? . . . Einheiten auf die Konfiguration 
an, so wird es bei grofieren Mengen auch trotz regelmaBiger Anord- 
nung mit einem einfachen Apperzepfcionsakt nicht abgehen. 

Um sich von dem durch eine Zahl ausgedruckten Quantitatsgrade 
eine anschauliche Vorstellung zu bilden, konstruiert man auf dem- 
selben Wege, auf welchem eine bereits vorliegende Menge gezahlt 
wird, eine Menge aus beliebigen Einheiten [Kugeln ; Munzen, Stabchen, 
Strichen (1, Einern)]. Derselbe Torgang wird befolgt, wenn es sich 
darum handelt, eine gegebene Zahl in vorgeschriebenen Einheiten zu 
realisieren (zuzahlen von Apfeln, Nussen, Eiem, Munzen u. dgL). 

Neben den "besonderen Zahlzeichen, welche die naturliche Zahlen- 
reihe zusammensetzen, benutzt man in der Mathematik allgemeine Zahl- 
zeiehen in Form von Buchstaben. 

Mit der Aussage: a sei eine naturliche Zahl, ist gemeint, unter 
a konne jede Zahl der nattirlichen Zahlenreihe verstanden werden. 

Sind a, 6 zwei Zahlen dieser Reihe in der Sukzession, in welcher 
sie darin auftreten, so ist a kleiner als & (a < &), 6 groBer als a 
(6 > a). 

6. Addition. Wenn zwei bereits gezahlte Mengen A, B, denen 
die Zahlen a, 6 zukommen, zu einer Menge zusammengefafit werden, 
so ensteht die Frage nach der ihrer Vereinigung entsprechenden Zahl. 
Die Forderung, diese zu finden, wird durch eines der Symbole 

a + 6, & + a (1) 



Addition. O 

ausgedriickt; die Operation, durch vrelehe die neue, stets existierende 
und einzige Zahl gefunden wird, nennt man Addition, ihr Resultat, 
eben die neue Zahl, Summe, die Zalilen a, I Summanden oder Addenden. 
Die Addition kann so ausgefiihrt werden, daB man in der nattir- 
lichen Zahlenreihe, von der einen Zahl ausgehend, um so yiele Ein- 
heiten weiterzahlt, als die zweite Zahl angibt; das Resultat ist eine 
bestimmte Zahl s, unabhangig von der Reihenfolge der Addenden. 
Diese Tatsachen driickt man in den Ansatzen 

a + I = 5 (2) 

a + I = I + a (3) 

aus. Solche Ansatze nennt man Gleiclmngen\ ihr Sinn erfordert in 
jedem Palle eine Erklarung. 

Gleichung (2) besagt, daB 5 so viele Einheiten zahlt als a und 6 
zusammen. Aus ihr folgt a < s, 6 < $. 

Grleichung (3) besagt ; daB das Resultat der Addition unabhangig ist 
von der Ordnung der Summanden; sie driickt das tommutative Gesets 
der Addition aus. 

Sind drei Mengen J., JB, C' ; welchen die Zahlen a, 6 ; c entsprechen, 
zusammenzufassen, so wird die Forderung, die ihrer Vereinigung ent- 
sprechende Zahl zu finden, durch das Symbol a + "b + c oder ein ana- 
loges ausgedruckt, das sich von diesem nur durch die Ordnung der 
Buchstaben unterscheidet; ausgefiihrt kann sie auch so werden, daB 
man erst irgend zwei der Mengen zusammengefaBt denkt und die zu- 
gehorige Zahl bestiinrnt, daraufhin die dritte Menge einbezieht; die 
Ansatze 

a + 1) + c (a + 6) + c a + (b + c) = - - (4) 

drucken die Tatsache aus, daB das Resultat bei jeder dieser Aus- 
fuhrungsarten das namliche ist ? sie formulieren das associative Gesetz 
der Addition. 

Die Klammern dienen dazu ? die sukzessive SummenbilduiLg anzu- 
deuten. 

Man kannauf diese Art zu beliebig vielen Summanden fortschreiten. 

Die Arithmetik hat meehanische Regeln ausgebildet, mit deren BKlfe 
die Addition von beliebig vielen, beliebig groBen Zahlen mit einem 
geringen Wissensvorrat (die Summen je zweier der Zahlen 1,2, - 9) 
bewerkstelligt wird. 

Die beiden an der Addition erkannten Gresetze, das kommutative 
und das assoziative, machen ihr Wesen aus. Ihr Begriff kann dahin 
erweitert werden, daB man jeder Verkniipfung von irgendwelchen Ob- 
jekten, der in bezug auf ein bestimmt definiertes Resultat diese Ge- 
setze zukommen, den Namen Addition beilegt. (Geometrische Addi- 
tion gerichteter Strecken.) 
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7, MttltipUkation. Jeder Einheit der Menge B werde eine Menge 
A zugeordnet: es ist die Zusammenfassung dieser Meugen A zu zahlen. 
Symbolisch wird diese Forderung durch 

bxa (1) 

ausgedriickt: die Operation, die zu der neuen Zahl fiihrt, hsiBt Mid- 
tipUJtation, ihr stets einzig vorhandenes Resultat ProditJd, b der Mul- 
tipUkatfsr, a der JfiiltipWcand. 

Im Wesen ist die Multiplikation von der Addition nicht verschieden: 
denn auch sie entspricht der Zusammenfassung von Mengen, nur sind 
diese naeh einem besonderen Gesetz gebildet. Der Ansatz 

1 2 6 

b X a - a + a + - - - + a (2) 

zeigt die Zuruekfuhrung der Multiplikation auf die Addition und lafit 
das Produkt als die Summe einer Anzahl gleicher Summanden erkennen. 
Die aus den A zusammengesetzte Menge kann man sich in der 
Weise in Mengen B aufgelost denken, daB man je eine Einheit aus 
jeder Menge A entnimmt und diese Einheiten zusammenfafit ; es ent- 
stehen so a Mengen , so daB 

b x a = a x b (3) 

ist. Das hierin ausgesprochene Gesetz heiBt das Jcomnvwtative Gesetz 
der Multiplikation. Es hebt den bisher zwischen Multiplikator und 
Multiplikand gemachten Unterschied als fur das Resultat unwesent- 
lieh auf und gestattet, beiden Zahlen einen gemeinsamen Namen zu 
geben; man nennt sie Faktoren und bedient sich statt (1) der kiirzeren 
Schreibweise a b oder a b. 

Wegen des besonderen Sachverhalts, daB 1 a = a - 1 = a, nennt 
man 1 den Modul der Multiplikation. 

Die Produkte la, 2 a, 3a ? heiBen die VielfacJien von a. Weil 
im Sinne von (2) x 2 c 

c (a + 6) (a + &) c == a + b + a + b-\ + a + b 

i c, sS i 2, d 

so ist 

c (a + b) = (a + 6) c = ca + cb ac + Jc; (4) 

bei nochmaliger Anwendung dieses Gesetzes findet man auch 

(a + 6) (c + d) = ac + ad -j- be + bd. (5) 

Das in dieser Verkntipfung von Multiplikation und Addition aus- 
gesprochene Gesetz heiBt das distributive Gesetz beider Rechnungsarten, 
das auf Summen beliebig vieler Addenden ausgedehnt werden kann. 
Aus (3) und (2) folgt, daB 

/i I i\ /i i 5\ 

\a + a+-.-+a)c = (b+b + ".+ b)c] 
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fiihrt man beide Formen nach der Regel (4; aus, so ergibt sich, daB 
fa 6j c = (ac) I = (be) a. (Q) 

Das hierin liegende Verhalten eines Prodnktes von drei Faktoren nennt 
man das assoziative Gesetz der Multiplikation, das die Anschreibung 
des Produktes in der Form ale zulaBt; es kann auf beliebig viele 
Faktoren ausgedehnt werden. 

Auch die Multiplikation beliebig groBer Zahlen fiihrt die Arithnietit 
auf ein mechanisches Verfahren zuriick, das nur die Kenntnis der 
Produkte je zweier der Zalilen 1, 2, - - - 9 voraussetzt. 

Das kommutative, assoziative und distributive Gesetz machen das 
Wesen der Multiplikation aus ohne Riicksicht auf das Substrat ? an 
dem die Operationen ausgefiihrt werden. 

8. Potenzieren. Aus der Menge A vrerde eine neue Menge nach 
folgendem Gesetz erzeugt: man ersetzt jede Einheit von A durch eine 
Menge A, in der neuen Menge wieder jede Einheit durch eine Menge A 
und fiihrt diesen ProzeB n-mal nacheinander aus. Die Forderung ? 
die zuletzt entstandene Menge zu zahlen ? soil durch das Symbol 

" * (1) 

angezeigt werden; die Operation, welche dazu fiihrt ; heifit das Pot&n- 
sieren, ihr eindeutiges Resultat Potenz, a die Basis, n der Exponent. 
Im Grunde genommen ist das Potenzieren eine unter besonderen 
Umstanden wiederholte Multiplikation: der Ansatz 

12 n 

a u = da - - . a (2) 

erklart diese Zuriickfiihrung des Potenzierens auf die Multiplikation, 
und da diese ihrerseits auf die Addition zuriickleitet, so ist ein ge- 
meinsamer Ursprung dieser drei Operationen dargetan. 

Im Sinne von (2) ist a 1 == a ? dagegen 1" 1 ? "welche natiirliche 
Zahl auch n sein moge. 

Die Zahlen a\ a 2 , a 8 nennt man die Potenzen von a. Ins- 
besondere heiBen die 2. ; 3 V 4 Potenz auch Quadrat, Kubus und Bi- 
quadrat. 

Es ist eine wesentliche Eigenscliaft der Usher vorgefuhrten drei 
Operationen, daft sie immer 011 einem, aler aucli nur einem Re&ultate 
ftihren. 

9. Subtraktion. Die Subtraktion entspringt aus der Forderung, 
von einer Menge A eine bestimmte Teilmenge B (effektiv oder ideell) 
abzulosen und die zur verbleibenden Menge gehorige Zahl zu finden, 
wenn die Zahlen a } I bekannt sind. In arithmetiseher Ausdrucksweise 
heiBt dies, zu gegebener Summe a und einem Summanden I den 
andern Summanden bestimmen; die Forderung werde durch das Symbol 

a - 1 (1) 
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ausgedruckt Die zur Losung fiihrende arithmetische Operation heifit 
SubtrdktioHy ihr Resultat Different, a der Minuend, l> der Subtrahend. 
Beniitzt man das Symbol (1) aueh als Zeichen fur das Resultat, so 
ist das TTesen der Subtraktion, das in ihrem Zusammenhang mit der 
Addition liegt, durch den Ansatz 

I + ( a - 6) - (a 6) + 6 - a (2) 

erklart. 

Was nun diese neue Rechnungsart von den vorigen wesentlicb 
unterscheidet, ist der Umstand, daB ihre Ausfiihrbarkeit an eine aus 
der Natur der Addition hervorgehende Beschrankung geknupft ist: da 
namlich die Summe zweier Zahlen groBer ist als jeder Summand (6), 
so ist die Subtraktion nur moglieh, wenn der Minuend groBer ist als 
der Subtrahend. 

Hier tritt nun ein in alien Teilen der Mathematik befolgtes Prinzip 
zur erstmaligen Anwendung, darin bestehend, daB man den Operationen 
entgegenstehende Schranken durch Begriffserweiterungen beseitigt, die 
solcher Art sind, daB sie die frtiheren Begriffsbildungen mit den sie be- 
herrschenden Gesetzen mit umfassen. Man nennt dies Prinzip nach 
H. Hank el, der es zuerst formuliert hat 1 ), das Prinzip der Permanent 
Es hat sich gezeigt, daB den formalen Begriffserweiterungen in vielen 
F'allen auch eine reale Den tun g unterlegt werden kann. 

In dem vorliegenden Falle soil nun die Begriffserweiterung darin 
bestehen, daB man das Symbol (1) immer, also auch dann als Zahl an- 
sieht, wenn a<& und a = lj ist; bei >J hat man es wieder mit 
den bisherigen Zahlen zu tun. 

Durch diese Festsetzung wird dem Symbol neben einem quanti- 
tativen auch ein gualitativer Inhalt erteilt; bezeichnet man n'amlich 
mit d den Uberschufi der groBeren der beiden Zahlen a, b fiber die 
kleinere, so sind zwei Qualitaten moglich: entweder liegt der tTber- 
schuB auf Seite des Minuends oder auf Seite des Subtrahends. Um 
diesen Qualitatsunterschied zum Ausdruck zu bringen, ist neben dem 
Zahlzeichen als Quantitatszeiehen noch ein Qualitatszeichen erforderlich; 
als solches ist fiir den ersten Fall das Zeichen + (plus), fiir den zweiten 
das Zeichen (minus) eingefuhrt worden; die mit diesen Vorwichen 
ausgestatteten Zahlen werden positive, bzw. negative Zahlen genannt. 

In dem Falle jedoch, daB Minuend und Subtrahend iiberein- 
stimmen, gibt es keinen uberschufi, es entfallt also auch die Unter- 
scheidung seiner Qualitat: die quantitats- und qualitatslose Zahl wird 
mit dem Namen Null und dem Zeichen eingefuhrt. 

Man hat hiernach , , , . . 

a 1) = + d bei #>o 

a I-- d a<l (3) 

j a a = 0. 

1) Theorie der komplexen Zahlsysteine, 1867. 
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Die aus dieser Begriffserweiterung hervorgehenden Zahlen bilden 
das System der relativen (qualifizierten, nach einer Slteren Xomen- 
klatur, der aber heute eine ganz andere Bedeutung unterlegt wird, 
algebraische) Zahlen. In seinem Bereiche ist jede Subtraktion aus- 
fuhrbar. 

Die blofie Quantitat einer relativen Zahl nennt man ihren ab- 
soluten Wert. Bezeichnet a eine relative Zahl, so wird ihr absoluter 
Wert symbolisch durch |a| ausgedruckt. ( + 3 i 3, 3 =3). 

Wendet man die unter (2) angefiihrte wesentliche Eigenschaft 
der Subtraktion auf den letzten der eben unterschiedenen Falle an. so 
folgt, daB 

wegen dieses Verhaltens wird der 3Iodnl der Addition genannt. 
Triffb man in dem erweiterten Zahlensystem die Festsetzung, daB 

a b^a' V 

sein soil, je nachdem 

I *'< ' . T. 

a + b ;== a + v, 

so ist: 1. eine positive Zahl um so groBer, je groBer ihr absoluter 
Wert; 2. eine negative Zahl um so kleiner, je groBer ihr absoluter 
Wert; 3. die Null kleiner als jede positive, groBer' als jede negative 
Zahl; 4. jede negative Zahl kleiner als jede positive Zahl. 

Die positiven Zahlen zeigen hier dasselbe Verhalten wie die natiir- 
lichen, die negativen das entgegengesetzte. Vermoge dieses Gegen- 
satzes passen sich die relativen Zahlen vielen konkreten Sachverhalten 
naturgemaB an. 

Definiert man die Addition relativer Zahlen durch den Ansatz 

so ist: 1. die Surnme zweier positiven Zahlen die positive Summe 
ihrer absoluten Werte; 2. die Summe zweier negativen Zahlen die 
negative Summe ihrer absoluten Werte; 3. die Summe einer positiven 
und einer negativen Zahl der UberschuB des groBeren absoluten Wertes 
tiber den kleineren, versehen mit dem Vorzeichen des groBeren. 

Dieser Sachverhalt gestattet die Auffassung von a b als Summe 
der relativen Zahlen + a und 6, so daB nach Einfiihrung der rela- 
tiven Zahlen eine Unterscheidung zwischen Addition und Subtraktion 
tiberflussig wird. 

Definiert man die Multiplikation relativer Zahlen durch den Ansatz 

(a - b} (a - &') - (aa + IV] - (aV + a'V), 
so ergibt sich, indem man der Reihe nach 
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a = b + rf, a' ~V + ff 

b= a + d, V a'+ff 

a = b + d>V = a +V oder b a + rf, a = V -f rf' 

b = a oder Z/ = a' oder beides zugleich 

setzt und reehts die Regel 7, (5) anwendet: 1. das Produkt zweier 
positiven und zweier negativen Zahlen ist das positive Produkt ikrer 
absoluten Werte; 2. das Produkt einer positiven und einer negativen 
Zahl das negative Produkt ihrer absoluten Werte ; 3. das Produkt aus 
mit einer relativen Zahl oder mit selbst 0; in anderer Weise 
kommt als Produkt nicht zustande. 

Man erkennt, daB diesen Rechengesetzen gegeniiber die positiven 
Zahlen sich so verhalten wie die natiirlichen Zahlen. 

10. Division. Die Forderung, eine gegebene Menge A in Mengen 
von der Quantitat b aufzulosen und diese Mengen zu zahlen, oder A 
in b gleiche Mengen zu teilen und die zu einer solchen Teilinenge 
gehorige Zahl zu bestimmen, fiihrt zu der arithmetischen Aufgabe^ 
die (naturlichej Zahl a als Produkt zweier Faktoren darzustellen ; 
deren einer b ist; die Operation, die zur Auffindung des zweiten Fak- 
tors tihrt ; heiBt Division, das Resultat Quotient, a der Dividend, b der 
Divisor; deutet man die Forderung, aber auch ihr eventuelles Resultat, 
durch das Symbol a:b oder 






6 (!) 

an, so driickt sich das Wesen der neuen Rechnungsart durch den 
Ansatz 



aus, der ihren Zusammenhang mit der Multiplikation darstellt. 

Die Ausfuhrbarkeit der Division ist aber an eine Schranke ge- 
bunden: nur dann, wenn a ein Vielf aches von b ist, ergibt sich eine 
und dann immer nur eine Losung. 

Das Prinzip der Permanenz fordert neuerdings eine Begriflfs- 
erweiterung, die zu einer ausnahrnslosen Durchfuhrbarkeit der Division 
zu verhelfen hat, und dies soil wiederum darin bestehen, daB man das 
Symbol (1) iinmer, also auch dann als Zahl ansieht, wenn a kein Viel- 
faches von 6 ist. 

Durch diese Festsetzung treten zu den bisherigen (natiirlichen) Zahlen 
neue Zahlen, die man gebrochene Zahlen oder Briiehe nennt, wahrend 
man den ersteren zum Unterschiede von diesen den Namen game 
ZaMen gibt. 

In dem Bruche ~ heiBt a ZaUer, b Nenner. 
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Jede ganze Zahl a kann man in der Form eines Bruches darstellen, 
indem man sie schreibt , da im Sinne cler Division f = a, weil 
a . 1 = a ist. 

Trifft man beziiglich der GroBenvergleichung zweier Briiche |- , ", 

die Festsetzung, daB 

a <] a' 

b > 6' 
sein soil, je nachdem 

. aV^a'l 

ist, so stelit die Vergleicliung ganzer Zahlen hiermit im Einklang. 
Es folgt aus dieser Festsetzung die Gleichheit zweier Briiclie von 

der Form- und ?. Dieser Umstand ermoglicht einerseits, einen Bruch 

auf die einfachste, die reduzierte Form zu bringen, bei der Zahler und 
Nenner keinen gemeinsamen Faktor haben; anderseits Brtiche mit 
verschiedenen Nennern in solche mit einem und demselben Nenner 
umzuwandeln. 

Definiert man Addition und Subtraktion von Briichen durch die 
Ansatze : 

a _L a ^Idb^ f^\ 

_. ^ ., _ _ _- ^o; 

a ' aZ>' a'Z> .'4\ 

b "" S 7 ~T6 ? 7 ^ j 

so passen diese Regeln auck auf ganze Zahlen ; und hebt man bei der 
Subtraktion die Beschrankung ^ > auf, so gelangt man zu dem 

Begriff der relatives (qualifizierten) Briiche. 

Zwischen zwei Briiclie kann man immer wieder Briiclie einschalten; 

sind ~, ^ zwei ungleicbe Bruche und ^ > p, so bringe man sie auf 

,. ^ ab' ab , . , 
die Form ^, ^r; dann ist 

> JL > 
& ^ bb' ^b'> 

wenn der Zahler jer so gewalilt wird, daB aV>g>cfb ist 1 ). Die 
Men^e der Briiche zwischen und J ist hiernach unbegrenzt. 

o 00 

Fflr die Multiplikation gelte die Regel: 

a a' a a' /\ 



1) Sollten ao' und a' 6 nur um eine Einkeit verschieden sein, so geht man 



von der Form rt -r-c aus 
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der sich auch die Multiplikation ganzer Zahlen unterordnet. Auf 
Grtind dieser Regel kann der in 8 aufgestellte Begriff der Potenz 
auf den Fall ausgedehnt werclen, daB die Basis ein Brucli ist. 
Die Division bat notwendig der Regel 

.=. ?JL (&) 

b ' V a'b v ' 

_ , ., , ....,,.,&'' a a'b' a . , 

zu folgen ? weil dann tatsacnlicn ^ ^ = &fl , & , = ^ ist. 

Eine besondere Hervorhebung beanspruchen die Falle, in welchen 
die 0, als ganze Zabl aufgefaBt, zur Bruchbildung (Division) heran- 
gezogen wird. 

Die Division v-, wo I eine von verscbiedene Zabl ist, fiibrt zum 
Qnotienten 0, da & = ist. 

Die Division ~ ? wo a eine von Null verscbiedene Zabl ist, ist un- 

ausfubrbar, da a ans keiner Zabl dnrcb Multiplikation mit ber- 
vorgebt. 

Der Division - kann jede beliebige Zabl q als Quotient zugeordnet 

werden, da 0^ = 0, welcbe Zabl aucb q sein moge; bier feblt also 
die eindeutige Bestimmtbeit des .Resultats, die bisber durcbgebends 
gewabrt blieb. 

Es folgt daraus die fiir die Analysis wicbtige Tatsacbe, da/3 die 
Null als Divisor (Nenner) unzulassig ist. 

Die Division (natiirlicber) Zahlen wird in der Arithmetik nocb in 
einem andern Sinne definiert ; der uber die natfirlicben Zahlen nicbt 
binausfiibrt. Ist a > &, so soil a als Surnme aus einem Vielfacben 
von 6 nnd einer Zabl dargestellt werden, die kleiner als & (eventuell 
0) ist; init andern Worten, die nattirlicben Zahlen q, r(< 6) sollen 
so bestimmt werden, daB 

a = ql + r (7) 

sei. In dieser Auffassung stellt sich die Division als wiederbolte 
Subtraktion des Divisors 6 vom Dividenden a dar ; bis ein nnter & 
liegender Rest r verbleibt; ist dieser (wird a dadurch erschopft), 
so beiBt a durch 6 teilbar. 

ScblieBlich sei noch bemerkt, daB die Einfiihrung der Bruche die 
Unterscbeidung zwischen Multiplikation und Division entbehrlich macht; 
denn die Division von a durch & kann als Multiplikation von a mit 

dem Bruche ^ aufgefaBt werden. Briicbe mit dem Zabler 1 nennt 

man Stammbruclie. 

11. Rationale Zahlen. Die relativen Bruche im Verein mit 
den relativen ganzen Zahlen bilden das System der rationalen Zalilen. 
Innerhalb dieses Systems sind Addition, Multiplikation, Subtraktion 
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und Division okne Einschr'ankung ausfuhrbar. Xennt man ein Zahlen- 
system, das sich in bezug auf diese vier Eechnungsarten , die w vier 
Spezies", in der beschriebenen Weise verh'alt, einen ZaWtirper, so hat 
man das System der rationalen Zahlen als einen Zahlkorper zu be- 
zeichnen. 

Man denkt sich die Briiche zwischen die bereits geordneten ganzen 
Zahlen nach ihrer GrroBe eingeordnet, so daB aueh das System der 
rationalen Zahlen unter dem Bilde einer nach beiden Seiten unbe- 
schrankt fortsetzbaren Reihe erscheint. 

Mit der Schaffung der Briiche ist ein bedeutsamer Schritt von 
der Mengenlehre zur Grrofiejilelire getan. Um namlich einer extansiven 
GroBe (das einfachste Bild einer solchen ist eine Strecke) eine Zahl 
zuzuordnen, yerwandelt man sie durch Teilung in eine Menge 7 die 
man zahlt; die Teile werden einer gleichartigen, als Einheit gewahlten 
GroBe , ? gleich" gemacht. Bleibt bei der Teilung ein Rest (kleiner 
als die Einheit), so verfahrt man mit diesem ebenso unter Zugrunde- 
legung eines bestimmten aliquoten Teiles der friiheren Einheit usw. 
In diesem Vorgange ist der eigentliche Urspning der Bruche zu er- 
blicken. 

12. Radizieren. Subtraktion und Division knupfen mit ihrer 
Fragestellung an die Addition und Multiplikation an und sind inso- 
fern als Umkehrung&i dieser Rechnungsarten aufzufassen, als eine vor- 
dem als gegeben vorausgesetzte Zahl nunmehr als zu bestimmende 
Zahl erscheint. 

Nimnit man das Potenzieren zum Ausgangspunkt einer solchen 
Umkehrung, indem man nach der Basis fragt ? die zu einem natiir- 
lichen Exponent en n erhoben werden muB, damit eine gegebene posi- 
tive rationale Zahl a als Potenz hervorgehe, so entsteht eine neue 
Rechnungsoperation, die man das Radizieren oder Wurzelziehen nennt; 
die Potenz a heifit nun Badihand, der Exponent n der Wurzelex$onentf-\ 
und die gestellte Forderung sowie ihr eventuelles Resultat, die Wurzel t 
wird durch das Symbol 

V^ (i) 

dargestellt; das Wesen der neuen Rechnungsart, in ihrer Zurtickfuhrung 
auf das Potenzieren bestehend, ist durch den Ansatz 

(|/a) n = a (2) 

bestimmt. 

Die Ausfiihrbarkeit ist jedoch auf solche Zahlen a beschrankt, 
die wte Potenzen rationaler Zahlen sind, d. h. die sich als Produkte 
von n gleichen rationalen Faktoren darstellen lassen. Will man also 
das Radizieren (mit den hier fiber die Natur der Zahlen a, n ge- 
troffenen Festsetztingen) bedingungslos ausfiihrbar machen, so tritt 



1) Auch Grad der Wurzel. 
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die Xotwendigkeit einer neuerlichen Erweiterung des bisherigen Zahl- 
begriffs em, und diese soil zun'achst wieder formal in der Weise ge- 
schehen, daB man das Symbol (1) immer ? also auch dann als eine 
Zaltl erklart, wenn a nieht die n te Potenz einer (positiven) rationalen 
Zahl ist. 

Es handelt sich nun darum, die so eingefuhrten neuen Zahlen 
mit den rationalen in eine Beziehung zu bringen. Der hierzu fiihrende 
Gedankengang soil zunachst durch Betrachtung einer speziellen Auf- 
gabe rorbereitet werden. 

Das Symbol ]/2 verlangt die Bestimmung einer Zahl, die zum 
Qnadrat erhoben 2 gibt. DaB keine rationale Zahl dieser Forderung 

entsprechen kann, ist so zu erkennen. Ware eine solche sie 

kann in der reduzierten Form vorausgesetzt werden , so mtifite 
p- = 2cf sein; dies hatte einerseits die Teilbarkeit von p 2 durch 2 ; 
anderseits die Teilbarkeit von 2 durch p 2 , also jp 2 = 2 und q 2 = 1 zur 
Folge; nun ist aber 2 nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ; somit 
die obige Annahme hinfallig. 

1. Die durch das Symbol ]/i~ ausgedruckte Forderung bewirkt 
demnach eine Scheidung der (positiven) rationalen Zahlen in zwei 
Klassen A 9 S in der Weise ; daB alle Zahlen der ersten Klasse ein 
Quadrat kleiner als 2, alle Zahlen der zweiten Klasse ein Quadrat 
groBer als 2 geben; infolgedessen ist auch jede Zahl der Klasse A 
kleiner als jede Zahl aus B. 

Es gibt aber in der Klasse A keine groBte und in der Klasse B 
keine kleinste Zahl. 

Denn ist x eine Zahl aus A, also 3? < 2, so laBt sich ein posi- 
tives Ji so bestimmen, daB auch (x + A) 2 < 2 wird; denn aus 



i) jytS O f 

folgt &< :1 li ; und jede rationale Zahl zwisehen x und x -\ ^ 



gehort auch zur Klasse A. Und ist y eine Zahl der Klasse B, 
also y 2 > 2, so laBt sich die positive Zahl ft so bestimmen, daB auch 
(y ~~ fy~ > 2 wird; denn aus 



folgt Jt < y ~ , und jede rationale Zahl zwischen y y "" ^J 1 - 

"v v *y *y 

und y gehort auch zur Klasse J?. 

Nach einer von R. Dedekind 1 ) eingefuhrten Ausdrucksweise be- 
wirkt also die Forderung yW einen Schnitt im System der rationalen 
Zahlen, durch welchen eine neue, diesem System nicht angehorige 
Zahl vollkommen bestimmt erscheint, eben die durch das Symbol 
ysT definierte Zahl. 

1) Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1. Anfl. 1872, 3. Aufl. 1905. 
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2. Das Verfahren, welches die Arithmetik znr Ausziehung der 
Quadratwurzel lehrt, anf den Yorliegenden Fall angewendet, ist im 
Grunde genommen eine systematische Entwicfclung von Zahlen der 
Klasse A, denen, wieder nach einem system atischen Vorgang, Zahlen 
der Klasse B zugeordnet werden konnen. 

Bezeichnet namlich, in der iibliehen Ausdrucksweise der Arith- 
metik gesprochen, a n die auf n Dezimalen abgektirzte ]/2, so gehoren 
die Zahlen 

a , a 1? a 2? a a , - - (3) 

d. i. 1 ? 1,4 ; 1,41, der Klasse A an, well ihre Quadrate kleiner 
sind als 2, und die aus ihnen durch Erhohung der Ziffer an der 
niedrigsten Stelle um 1 abgeleiteten Zahlen 

6 , 6 1; Z> 2 , - - - l n , - - (4) 

d. i. 2, 1,5, 1,42, - der Klasse S an, weil ihre Quadrate grofier 
sind als 2. Und so wie das arithmetische Verfahren keinen AbschluB 
findet, sind auch die beiden Zdhlenfolgen (S), (4) unbegi*enzt fortsetz- 
bar, d. h. ist man bei einem noch so spaten Gliede angelangt, so kann 
man immer wieder nach dem erwahnten Verfahren das folgende ab- 
leiten. 

Jede Zahl aus (5) ist kleiner als jede Zahl aus (4)-, da nun 

^n ~~ a n *** un< ^ aus ^ em ^ en angefiihrten Grunde jedes auf a n 
beliebig spater folgende Glied a n+p zwischen a n und b n fallt, so ist 



mit anderen Worten: zu einer beliebig klein festgesetzten positiven 
rationalen Zahl s laBt sich die Stellzahl n so bestimmen, daB 



wird bei 'bdiebig&n p. Ein ahnliches Verhalten zeigt auch die Reihe (4). 

Der Sachverhalt ist nun der ? daB, wiewohl keine der Zahlen a n die 
Forderung, zum Quadrat erhoben2 zu geben, streng erfitllt, sie dieser For- 
derung, je weiter man in ihrer Eeihe vorschreitet, immer naher kommen 
in dem Sinne, daB die Differenz 2 a% bei bestandig zunehmendem n 
bestandig kleiner wird und durch entsprechende Wahl des n unter 
jede noch so kleine positive Zahl herabgedriickt werden kann. 

In diesem Sinne soil und kann die unbegrenzte Zahlenfolge (3) 
zur Definition der durch ]/2 symbolisch angedeuteten Zahl verwendet 
werden. 

13. Irrationale Zahlen. Die aus der Betrachtung eines be- 
sonderen Falles gewonnenen Gedankenbildungen sollen nun verallge- 
meinert werden. 



16 Der Zahlbegriff. 1. Reelle Zahlen, 

1. Die Scheidung des Systems der rationalen Zahlen in zwei 
Klassen A, B derart, daB jede Zahl a aus A kleiner ist als jede Zahl 
J aus B, soil ein Schnitt genannt werden (Schnitt (AjB)}. 

Der Schnitt kann dureh eine rationale Zahl selbst geschehen; sie 
kann dann nach Belieben der Klasse A als grofite oder der Klasse B 
als kleinste unter ihren Zahlen zugeschrieben werden. 

Erfolgt der Schnitt so, daB A keiue grofite und B kerne kleinste 
Zahl enthalt, so bestimmt er eine neue, aufierhalb des Systems der 
rationalen Zahlen stehende Zahl. 

Durch derartige Schnitte definierte Zahlen nennt man irrationole 



. 

Der Begriff der ,,einem Schnitt zugeordneten Zahl" umfafit also 
die rationalen und die irrationalen Zahlen. 

2. Eine unbegrenzt fortsetzbare Folge rationale!* Zahlen 

a Q , a l9 0,%, - - a n , - (1) 

der die Eigenschaffc zukommt ; daB sich bei beliebig kiein gegebenem 
positivem E der Zeiger n so bestimmen lafit, daB 

..+, -. : < ( 2 ) 

wird, welche naturliche Zahl man fur p auch nehmen mag, soil eine 
Fundamentalreihe heiBen. 

LaBt sich eine rationale Zahl a solcherart angeben, daB zu einem 
beliebig klein festgesetzten positiven S eine naturliche Zahl m sich 
bestimmen laBt, derart daB 

a n -a:<8, (3) 

solange n ;> m bleibt, so sagt man, die Glieder der Reihe (1) nahern 
sich der Zahl a als Grrenze oder die Reihe Jconvergiere gegen die 
Grenze a. Symbolisch soil dies durch den Ansatz 

lim a n =. a (4) 

. ausgedruckt werden. 

Eine Reihe, die gegen eine Grenze konvergiert, ist notwendig eine 
Fundamentalreihe. 

Man kajin namlich n so bestimmen, daB, wie klein auch die po- 
sitive Zahl gewahlt sein moge, nicht nur 



sondern auch 



1) Der Begriff der irrationalen Zahlen ist geometrischen Ursprungs; in- 
kommenstirable Streckenpaare fohren auf irrationale Verhaltniszahlen. Daher 
rklart es sich, daB fur sie ursprunglich der Name incommensurable Zahlen fiblich 
war. Das Wort ,,irrational u kommt znm erstenmal in einer lateinischen "CTber- 
setzung eines arabischen Kommentars zu Euklid aus dem 12. Jhrh. Tor. Spater, 
bis ins 16. Jhrh., war die Bezeichnung surdits for irrational gebrauchlich. 
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welche natiirliche Zahl p aueh sei; dann aber ist 

_,-, <, 
also das Merkmal einer Fundamentalreilie vorhanden. 

Erfiillt insbesondere die Zahl die Forclerung {3), ist also 

___ <*n <<5< (5) 

solange n > m, so heiBt die Fundamentalreihe insbesondere eine Ele- 
mentarreiJie; es ist dann 

lim a n = 0. (6") 

LaBt sich keine rationale Zahl angeben, die der Bedingung (3) 

gentigt ; dann ordnet man der Fundamentalreilie eine neue Zahl zu, 

die man als ihre ideelle Grenze auffafit und eine irrationale ZaM nennt. 

Der Begriff der ,,einer Fundamentalreihe zugeordneten Zahl" um- 

fafit also die rationalen und die irrationalen Zahlen. 

Beispiele. 1. Die Reihe 2~>T>T> 5 > '"' ^ e " ae Fundanientai- 
reihe; denn 

a g = n + p * * - 

* 



kann durch Wahl von n allein beliebig klein gemacht werden. Sie 
hat die Grenze 1, weil 



durch Wahl von n beliebig klein gemacht werden kann. Die Keihe 
definiert also die Zahl 1; hiermit ist der Sinn des symbolischen An- 
satzes 



. . 

-2 > 3 > 4 ' 

erklart, 

2. Die Reihe 1, y , y, - - ist eine Fundamentalreihe ; und zwar 

eine Elementarreihe ; weil a n = beliebig klein gemacht werden kann 
durch Wahl von n. "Man driickt dies durch den Ansatz aus: 



3. Die mitt-els des Verfahrens der arithmetischen Quadratwurzel- 
ausziehung unbegrenzt fortsetzbare Reihe 1 ? 1,4, 1,41, 1,414, - - 
ist nach den unter 12, 2. angestellten Betrachtungen eine Fundamental- 
xeihe und die ihr zugeordnete Zahl ist "j/2, so daB man sehreiben kann; 

1/2 = (1,1,4, 1,41, 1,414, -.-). 
14. Wenn die Reihen 

a ly a. 2 , a 3? -,- (T) 

\, \> *,- (8) 

Ozuber, Hdliere Mathematik. 2 
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gegen die Grenzen a, I konvergieren, so konvergieren die Reihen 



'V 



gegen die Grenzen # -f J, a b, ab, y beziehiiDgsweise; die letzte 
Behauptung nur unter der Voraussetzung & + 0. 

Man branch t ? um die Richtigkeit dieser Aussage einzusehen ; sich 
nur klar zn niachen, da6 die Differenzen 



die sich umformen lassen in 



a, - o - (6. - &) 

(a, - )& + (&. - 6ja + (a, - )( - 6) 



beliebig klein gemacht warden konnen. 

Dadurch ist zugleich der Satz bewiesen: Bind die Reihen (7), 
(8) Fundamentalreihen, so sind es anch alle nnter (9) zusammen- 
gefaBten Reihen, die letzte unter der Voraussetzung, daB (8) nicht 
eine Elementarreihe ist. 

Dehnt man die Resultate dieser Betrachtung auch auf den Fall 
ideeller Grenzen aus, so sind dadurch Definitionen fur die Summe ? 
Differenz, das Produkt und den Quotienten zweier in'ationalen 
Zahlen gegeben. 

Zwei Fundamentalreihen (7), ' (8) stellen eine und dieselbe Zahl 
dar (sind aquivalent), wenn a x ftj, a 2 6 27 a s 6 3? eine Elementar- 
reihe ist. 

Stellt die Reihe a l9 2 , a% } die Zahl a dar ? so ist der Reihe 
a 17 2J a B) die Zahl a zuzuordnen. 

Von den Zahlen a, b } die durch die Fundamentalreihen a 3; a 2r 
a B , - und 6 X , 6 2; & 3 , - definiert sind ; sagt man, daB <z> 6, bzw. 
a < b sei, wenn die Fundamentalreihe a x & 1; a 2 6 2 ? ^'3 ^3; 
von einer Stelle ab lauter positive bzw. lauter negative Glieder hat, 
ohne eine Elementarreihe zu sein. 

Damit sind fur das Vergleichen durch Fundamentalreihen definierter 
Zatlen und fiir das Rechnen mit solchen Zahlen Regeln aufgestellt, 
welche die fur rationale Zahlen geltenden Regeln mit umfassen. 
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15. Reelle Zahlen. Die positiven und negativen rationalen 
und die positiven und negativen irrationalen Zahien machen zusammen 
das System der reellen Zahlen aus. Jeder seiner Zahlen ist clurch die 
Festsetzungen uber das ,,grofier ; kleiner" eine bestimmte Stellung 
gegenuber jeder andern angewiesen, das System ist \vohlgeordnet. 

Das System der reellen Zahlen bildet einen ZaJilkorper, welcher 
den der rationalen Zahlen als Teil nmschlieBt. 

Die Abbildung des Systems der reellen Zahlen auf eine gerade 
Linie ist geeignet, die Vorstellung von demselben scharfer und klarer 
zu machen, als dies durch die arithmetischen Betrachtungen allein 
moglich ist. Sie besteht in folgendem. 

Man teile die unbegrenzt gedachte Gerade durch einen Punkt, 
dem man die Zahl zuordnet, in zwei Strahlen und bestimme den 
einen (den rechten) als Trager der positiven, den andern (den linken) 
als Trager der negativen Zahlen. Ferner wahle man eine Strecke 
als Darstellung der Einheit. 

Einem Punkte A, der in der Geraden angenommen wird ; laBt 
sich immer eine bestimmte Zahl aus unserem System zuordnen. 

Tragt man die Einheitsstrecke von gegen A hin wiederholt 
ab ? so kann es geschehen ? daB der Endpunkt der a-ten Abtragung in 
den Punkt A fallt: dann entspricht diesem die ganze Zalil +a oder 
a, je nachdem er rechts oder links von liegt. 

Tritt dieser Fall nicht ein, kann man jedoch eine naturliche 
Zahl b angeben, derart, daB der &-te Teil der Einheitsstrecke bei 
a-maligem Abtragen von gegen A hin genau zu dem Punkt A 

fuhrt: so entspricht diesem der Bmcti + y oder y je nach der 

Lage von A gegen 0. 

Ereignet sich auch dieser Fall nicht, und daB es Punkte auf 
der Geraden gibt, die durch keine Teilung der Einheit in gleiche 
Teile erreicht werden konnen dafiir gibt die Geometrie Beispiele in 
beliebiger Zahl 1 ) , so kann durch systematiscli fortgesetzte Teilung 
(etwa Dezimalteilung) eine Fundamentalreihe konstruiert werden, und 
diese bestimmt dann die zu A gehorige irrationale Zahl. 

DaB auch umgekehrt jeder reellen Zahl ein bestimmter Punkt 
der Geraden entspricht, laBt sich in bezug auf irrationale, d. h. durch 
Fundamentalreihen allein darstellbare Zahlen nicht beweisen, sondern 
wird axiomatiscli angenommen. 2 ) 

Im Grunde dieses Axioms ist aber dem System der reellen Zahlen 
dieselbe Eigenschaft zuzuschreiben, die der Geraden in bezug auf ihre 



lj Das friihest erkannte Beispiel diirfte das der Quadratdiagonale in bezug 
auf die Quadratseite sein. 

2) Auf die Notwendigkeit dieses Axioms fur den Aufbau der Theorie der 

irrationalen Zahlen hat G. Cantor 1372 (Mathem. Ann. Y) hingewiesen. 

. * 
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Punkte zukommt und die man als Stetigltfit bezeichnet; ihr Wesen 
hat Dedekind 1 ) dahin formuliert, da8 eine Seheidung der Punkte 
der Geraden in zwei Klassen 21, 23 derart, daB jeder Punkt der 
Klasse 2t links von jedem Punkte der Klasse 93 liegt, iminer nur 
durch einen Punkt erfolgen kann. 

Hierdurch erhalt der Ausspruch: Das System der reelJen Zahlen 
ikt stdig einen bestimmten Inhalt. 

Der Gedankengang, durch welchen der Begriff der reellen Zahlen 
aufgebaut worden ist, fiihrt fiber das praktische Bediirfhis, ja iiber 
die Grenzen dessen, was praktisch ausgeiibt werden kann, weit hinaus. 
Das System dieser Zahlen ist nach beiden Seiten unendlich: unsere 
Rechnungen aber bewegen sich in einem verhaltnismaBig engen Aus- 
schnitt. Das System ist Itickenlos: wir aber rechnen, wo es sich 
nicht uni formale, sondeni um ziffermafiige Resultate handelt, in einem 
System von rationalen Zahlen von unerheblicher Dichtigkeit; denn 
bei vielen Rechnungen wird man verniinftigerweise uber 2 ; 3 Dezimal- 
stellen nicht hinausgehen ; und selbst bei den subtilsten wissenschaft- 
lichen Rechnungen nicht viel weiter. Das so fein ausgebildete Instru- 
ment korarnt also ? konnte man sagen ? gar nicht zu voller Anwendung. 

Dazu ist zu bemerken, dafi erst durch die Schaffung der irrationalen 
Zahlen der arithmetische Zahlbegriff dem geometrischen GroBenbegriff 
adaquat wurde, und daB erst jetzt die Aussage voile logische Strenge 
besitzt, jede Streeke (als das Bild einer extensiven GroBe iiberhaupt) 
lasse sich nach Annahme einer Einheit durch eine Zahl ausdrucken. 
Auf den so ausgebildeten Zahlbegriff erst lassen sich strenge analy- 
tische Begriffsbildungen griinden. 

Der Unterschied zwischen den abstrakten Begriffen und ihrer 
praktischen Anwendung, auf den hier soeben hingewiesen worden, hat 
AnlaB gegeben, zwisehen Prazisions- und Approximationsmathematik 
zn unterscheiden. Jede Approximationsmathematik wurzelt aber in 
dem Boden der strengen Mathematik. 

16. Logarithmiereu. Neben der als Radizieren bezeichneten 
Umkehrung des Potenzierens gibt es noch eine zweite, bei der die 
Frage nach dem Exponenten gerichtet ist. 

Die Forderung, den Exponenten zu finden, zu welchem eine 
positive reelle Basis 5 erhoben werden muB, um eine gegebene posi- 
tive reelle Zahl a zu geben, fiihrt zu einer Rechnungsart, die man 
das Logarithmieren nennt; ftir b wird der Name Basis beibehalten, 
a der Numerus genannt, die Forderung aber und zugleich ihr eventuell 
vorhandenes Resultat durch das Symbol 

Iog 6 (1) 



1) Stetigkeit und irrationals Zahlen. 3. AufL, 1905, p. 11. 
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bezeichnet (zu lesen: Logarithnms von a inbezug auf V). Das Wesen 
der neuen Operation ist durch den Ansatz 

log^a 

I J -a (2) 

gekennzeichnet. 

Das Eiugehen auf diese Frage setzt die Verallgemeinerung des 
Potenzbegriffs aueh in bezug auf den Exponenten voraus, der bisher 
eine nattirlicne Zahl war. Diese Verallgemeinerung ? wieder auf dem 
Prinzip der Permanenz ruhend, geht dahin, daB 

p 

6=1, ~b =ybP (j3, -y naturliche Zahlen; 

i- 1 

f = - (/ positive rationale Zahl) 

V 

Gestiitzt auf die Tatsache, daB, sofern 6 > 1 gewahlt wird ? a < ft 
die BeziehuDg I" < W zur Folge hat ; ferner fr dureh positive und 
negative rationale Exponenten beliebig groB, aber auch beliebig klein 
gemacnt werden kana, TaBt sich dui*ch einen Gedankengang, der hier 
nicht naher ausgefiinrt werden soil, zeigen ; dafi der gestellten Forde- 
rung entweder durch eine Rationalzahl oder durch eine Fundamental- 
reihe gentigt werden kann, kurz, dafi die Aufgabe in der beschriebenen 
Einscbrankung immer ein und nur ein Resnltat ergibt, das dem Grebiet 
der reellen Zanlen angeborfc, daB sie also uber den Begriff dieser 
Zablen nicht ninausfiihrt. 

2. Imaginare Zahlen. 

17. Imaginare und komplexe Zahlen. Das Radizieren als 
erste Umkehrung des Potenzierens ist in 12. mit der ausdriicklichen 
Einscbrankung auf positive rationale Radikanden behandelt worden; 
es soil nun seine Erweiterung auf negative rationale x ) Radikanden in 
Angriff genommen werden. 

Ist der Wurzelexponent n eine ungerade Zabl, n == 2p + 1, so 



fuhrt die Aufgabe: ]/ 6, worm b eine absolute rationale Zahl be- 
deutet, auf die Forderung ]/6 zuriick, die immer durch eine reelle 

Zahl erfullt wird; es ist dann ]/ ft "}/ b . 

Ist der Wurzelexponent n eine gerade Zahl, n = 2p, so stellt 

das Symbol "j^ & eine durch reelle Zahlen nicht zu befriedigende 

1) Es k6nnte scheinen, als ob die Fragestellung noch allgemeiner wurde 
durch Zulassung aller reellen, also auch der irrationalen Radikanden; aber das 
Radizieren solcher fuhrt auf das Radizieren der Glieder der definierenden Funda- 
mentalreihen zuriick, also wieder auf rationale Zahlen. 



22 Der Zalilbegriff. 2. Imaginare Zahlen. 

Forderung, weil im Grunde der Multiplikationsregeln fur relative Zahlen 
Tveder eine positive noch erne negative Zahl zu einer geraden Potenz 
erhoben ein negatives Resultat ergeben kann. L'afit man, von dem 
Prinzip der Permanent Gebraueh machend, die Regeln fur das Kechnen 

mit Wurzelgrofien in bezug auf den gegenwartigen Fall fortbestehen, so 

P __ 

kann die gestellte Forderung auch durch die andere K]/ & ersetzt werden 
und y It wiederum durch ]/&]/ 1; was der erste Faktor fordert, 
ist durch eine bestimmte positive reelle Zahl /J erfiillbar; der zweite 
Faktor ist zunachst ein blofies Symbol, Fiihrt man dieses Symbol 



mit dem Zeicben / als eine neue Zahl ein ; so stellt sich die Losung 
von ]/ t durch 

/ (2) 

dar. 

Tim also die Aufgabe, welche durch das Zeichen ~]/B, worin B 
eine relative rationale Zahl bedeutet, immer, somit auch dann aus- 
fiihrbar zu machen, wenn S eine negative Zahl ist ; ist die Einfuh- 
rung neuer Zahlen von der Form (2) erforderlich. Man nennt diese 
Zahlen zum Unterschiede von den reellen imaffindre Zalilenf) nennt 
i die imagindre Einheit*) /3 ihren Koeffizienten. 

Dem Prinzip der Permanenz zufolge hat diese Einheit dem Grund- 
gesetz 

?--! (3) 

zu gehorchen. 

Bezeichnet a eine zweite reelle Zahl. so wird das Aggregat 

* + pi (4) 

eine Itomplexe Zalil*} genannt. 

Mit der Schaffung des Begriffs der komplexen Zahlen hat der 
Zahlbegriff einen gewissen AbschluB erlangt. 4 ) Die Form (4) umfafit 
die reellen Zahlen, wenn ]8 = ; die iniaginaren, wenn a 0, die 
komplexen, wenn a =4= 0, j3 + 0. Indessen begreift man unter dem 

1) In diesem Sinne hat zuerst Descartes die Termini in seiner Geometric, 
1637, beniitzt. 

2) Der Gebrauch des i als Zeichen fur ]/- 1 ist zura erstenmal in einer 
aus dem Jahre 1777 stammenden Abhandlung L. Eulers anzutreffen. Yerall- 
gemeinert vurde er jedocli erst durch Gaufi' Disquisitiones arithmeticae, 1801. 

3) Diese Benennung stammt von Gaufi, der sie in der Theoria residuorum 
biqnadraticornm II (18281832) eingefuhrt hat. 

4) Man sagt von der komplexen Zahl (4), sie sei aus zwei Einheiten, 1 und i 
(al-f-jSt), zusammengesetzt. Die sogenannten hoheren komplexen Zahlen, die 
sich aus mehr als zwei n Einheiten u zusammensetzen , fuhren uber die Grenzem 
dieses Buches hinaus. 



Rechnen mit imaginaren und komplexen Zahlen. 23 

Worte imaginare Zahlen auch die komplexen und nennt Zahlen von 
der Form (2) vorzugsweise rein imayiniir. 

18. Definitionen. Rechnungsregeln. 1. Die Null ist in der 
Form einer komplexen Zahl nur auf die einzige Art -j- 2 darstellbar. 

2. Zwei komplexe Zalilen a + |3? ? a'4-/3'/ sind dann und nur 
dann gleich, wenn a = a , /3 /3'. 

3. Zwei komplexe Zahlen der Form a + /3/, a /3 heiBen 
entgegengesetgt. 

4. Zwei komplexe Zahlen der Form a + /Jz, a p* heifien o- 
jugiert. x ) 

5. Die Addition zweier komplexen Zahlen ist definiert durch den 
Ansatz: 

( + j8f) + (a + jS'i) - a + a' + (0 + /3'W . (5) 

Vermoge dieser Regel bleibt auch far die Addition komplexer Zahlen 
das kommutative und bei Ausdehnung auf mehr als zwei Summanden 
das assoziative Gresetz bestehen. 

Die Subtraktion ist die Addition des entgegengesetzt genommenen 
Subtrahends zum Minuend; d. h. 

(a + pi)-(a' + W-(* + W + (-u'-Fi)- a -a' + (-p)i. (6) 

Folgerungen hieraus: Die Summe zweier konjugiert komplexen 
Zahlen ist reell, ihre Differenz rein imaginar: 



6. Bei Aufrechthaltung des distributiven Gesetzes der Multipli- 
kation reelier Zahlen auch bei Binomen der Form (4) und unter Be- 
achtung des Grrundgesetzes (3) ergibt sich fur die Multiplikation 
komplexer Zahlen die Regel: 

(a + fti) (of + fi'i) - a*'-W+(ap+*'fii. (7) 

Folgerungen daraus: Weil 



so kann das Produkt zweier komplexen Zahlen nicht Null werden, 
ohne daB ein- Faktor Null wird. 

Das Produkt zweier konjugiert komplexen Zahlen ist reell und 
positiv: 

(<t + pi)(a-W=**+p. (8) 

Man nennt 2 + /3 2 die Norm aller in + a fii enthaltenen komplexen 
Zahlen. 



1) Nach A. Cauchy, 1821. 
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7. Setzt man, um zur Divisionsregel zu gelangen, den Quotienten 
in der Form einer komplexen Zahl an: 



so ist 

a + fti- (a 9 + /H) (a? + y!) = 'a? - ft'y + (?x + y)i 

die unmittelbare Folge, aus der sich auf Grund von 2. zur Bestimmung 
der Elemente %, y die Gleichungen 

KSC fiy 

/S'a? + ay - /3 

ergeben; eliminiert man einmal ^, ein zweitesmal x, so kommt man 
zu den neuen Gleicliungen 



sofern also a /2 + j3 /2 + 0, was mit Rucksicht auf 1. aucL. so viel heifit 
als tt'+jS'i + O, ergibt sich fur x, y die einzige Bestimmung: 



unter der soeben gemachten Voraussetzung ist also 

' . 



19. Trigonometrische Form einer komplexen Zahl. Die 

positive Quadratwurzel aus der Norm einer komplexen Zahl a + (ii, 

r - 1/^T7^ (10) 

nennt man cleren Modul. Mit seiner Beniitzung schreibt sich 



und da f^J + /yV 1, so lafit sich in dem Intervall (0,2 ) ein und 
nur ein Winkel 9 bestimmen derart, dafi 

cos^^J, sin9?-^. (11) 

Dann hat man 

a + fit *=r (cos 9? + sin 9) . (12) 

Diese Darstellungsform 1 ) ist ftir die Ausbildung des Rechnens mit 
komplexen Zahlen von der grofiten Bedeutnng geworden. 

Den Winkel <p nennt man die Amplitude oder Anomalie von 
a + f$i. Unter Benutzung von r, y soil fiir die komplexe Zahl a + fii 
auch das abgekurzte Zeichen r verwendet werden. 

I) ILr Urheber ist L. E tiler. 
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Multiplikation und Division stellen sich nun xvie folgt dar: 
Es ist 



V*<P ^ rr ' ( cos ^ + ' s * n 90 ( cos ?' + * s * n ?') 

= r/ [cos (jp cos g/ sin 9? sin <p' -f z (sin <f cos 9; ' -f cos < sin qc'j] 
d. i. 

>> V - r/ { cos f ? + ?') + i sin[(y + ?') } - (rr% + , ; (13) 

f enter r ^3 _ r cos qp + i sin qp 

r' f / cos qp' -f- * sin qc' 



r /cos qp cos qp' + sin qp sin cf f sin qp cos qp' cos <p sin qp' A 

r \ COS 2 qp' -j- sin-qp' ' cos 2 qp' 4- sin 2 qp' / ; 

d. i. 

- = -j { cos (<p cp' > + f sin (9 $'} } = (y ) . (14) 



V - - -r r 

20. Moivresche Binomialformel. Dehnt man die Formel (13) 
auf n Faktoren r^, r ( ( ^, . . . r\" ] n aus ; so ergibt sich fur ihr Produkt 
der Modul r^r^ . . . r&\ die Amplitude g^ + <p% -j- . . . + <p n ; vrerden 
nun die Faktoren samtlich gleich der Zahl r , so geht ihr Produkt 
in die n-ie Potenz, sein Modul in r n , die Amplitude in n<f tiber, 
so dafi 

[ r (cos cp + i sin <p) } n r" (cos wg? + i sin > 9)}. (15) 

Hieraus geht der Ansatz 

(cos 9 + i sin g?) w = cos ny + i sin ny (16) 

hervor, den man als MoivrescJie jBinomialforvnel 1 } bezeichnet. Nach 
dem Gauge der Herleitung ist bei n an eine naturliche Zahl zu denken. 
DaB die Formel auch fur ein negatives ganzes n Geltung hat ? wenn 
man die Permanenz in alien Belangen wahrt ; ist so zu erkennen, 

Es ist 

1 cos + ? sin / , \ / , \ 

__ =. . T . - as cos ( ib ) + i sin f ib) . 

COST^J -j- 1 sinil? COST/J -f- z sini ^ ' ^ y 

Daher 

/ , v-i. x x 

(cos 9? + i sin 9?) w = 



= cos ( ^9) + i sin ( 
21. Radizieren komplexer Zahlen. Tim das Wurzelziehen 
an komplexen Zahlen zur Ausfiihrung zu bringen, gehe man von dem 
Ansatze 

yV (cos <p + i sin <p) = $ (cos o + i sin o>) 
aus 7 dessen unmittelbare Folge 

{ Q (cos o + i sin co) } w r (cos 9 + i sin qp) 



1) Dem Inhalte nach 1730 von A. cle Moivre begrundet, in der heutigen 
Form erst 1748 yon L.Enler in der Introductio in analysin infinitorum gegeben. 
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1st; wendet man links die Formel (15) und hierauf die Definition 18, 2. 
an ? so ergeben sich zur Bestiminung von Q, c? die Gfleichungen: 

$ n cos n & = r cos <p 
$ n sin n co = r sing;: 

sie liefern p 2n = r 2 , somit p 11 r und 9 = T/r ! ; worunter die einzige 
positive Zahl zu verstehen ist, die zuv w-ten Potenz erhoben r gibt, 
die ^arithmetische'' ?a-te Wurzel aus r: femer 

no = cp + 2/i-rr, 

worin k jede ganze Zahl, mit EinsehluB der ? bedeuten kann. Hier- 
nach ergibt sich das anscheinend unbegrenzt vieldeutige Resultat: 



( ff -4- SA'TC , . . (p-r-%Jc7t} 

--- ~ ^" 



, r - -- , . . 

yr (cos (f + i sm cp) = v r \\ cos 7^ --- i~ l sm 

Wenn maa aber /,* nach und nach. die Werte 0, 1. 2, ... n 1 er- 
teilt ? so ergeben sich die Werte, deren die rechte Seite fahig ist; 
jede andere Substitution ftihrt nur zu einer Wiederholung. Bezeiclmet 
man namlich eine ZaKl der obigen Reihe mit v, so laBt sich jede 
Zahl A* auBerhalb dieser Eeihe in der Form In + v darstellen, wobei 
I eine ganze Zahl mit AusschluB der bedeutet; es ist aber 



und da 2ln auf den Wert von cos und sin ohne EinfluB ist, so gibt 
tatsachlich die Substitution k = In + v dasselbe Resultat wie die 
Substitution k = v. DaB endlich die aus den Substitutionen 7c = ; 
1 ? ... 1 hervorgehenden Werte untereinander verschieden sind ; 

folgt daraus ? daB die zugehorigen Werte von qp "^" ~ verschieden und 

samtlich in dem Interval! (0,2 JT) enthalten sind ? innerhalb dessen es 
keine zwei Winkel gibt, die in Kosinus und Sinus tibereinstimmen. 
Es ist somit endgiltig 

n - . - \ n r~ ( <p -\-2JC7C . . . Qp + S&flM 

y r (cos 9) + t sin y) = |y>, ( cos ^ + * sin ^ j , 
^ - 0, 1, 2, . . . n - 1) . 

Hierin spricht sich der Satz aus, da/3 die n-te Wur#el aus jeder 
Zahl n von einander verschiedene Werte besitet, wenn man redle und 
komplexe Losmngen als gleicKberecMigt ansielit. 

Nunmehr kann gezeigt werden, daB die Moivresche Binomial- 
formel auch fiir gebroehene Exponenten gilt. 

Im Hinblick auf die Multiplikationsregel (13) ist der zweite 
Faktor der rechten Seite von (17) das Produkt aus 



. . . 1 j . 

cos r_j J i- 2 sm z-L L_ un( j cos _a_ 
n n n 
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die zweite dieser komplexen Zahlen kann aber, weil 

cos 2A* 2 :r -f i sin 2k 2 x = 1 

ist, als n-te Einlieitswurzel gedeutet und demgemaB |/1 geschrieben 
werden, so dafi auch 

VrT^s^H^) - ; Vr ; [cos *|*L* + i sin 5+^ j f<T . Q8 ) 

Man erhalt also die yerschiedenen Werte in (17), indem man irgend 
einen bestimmten davon mit den Einheitswnrzeln 



I/I = cos -* + i sin ; (1- = 0, 1, 2, . . . H - 1) (19) 

multipliziert. 

22. Anwendungen. 1. Aus der Moivreschen Binomialformel (16j 
folgt ? wenn man deren linke Seite wie ein reelles Binom entwickelt 
und dabei von dem Grrundgesetz (3) Gebrauch macht: 

cos" <p (2) cos w ~ 2 cp sin 2 tf + rj cos w ~ 4 cp sin 4 9: ... 



woraus sich. 

cos ny == cos 71 <p ^) cos^--^ sin 2 9? + Q cos^-^qp sin 4 9) 



cos 71 " 1 9? sin <p Q) cos w " s ^ sin s g? -f . . . 

ergibt; die Entwicklungen haben vermoge des Umstandes, da8 in 
( n ] "k<n sein muB, einen bestimmten AbschluB. Beispielsweise 

\K/ - 

ist also 

cos 2<p = cos 2 g? sin 2 95 

sin 2 9? == 2 cos cp sin 9) 

cos 89? = cos 3 9? 3 cos 9? sin 3 9? = 4 cos 8 9? 3 cos 93 
sin 89) = 3 cos 2 9 sin 9? sin 8 9? = 3 sin <p 4 sin 3 cp , 

nsw. 
2. Die dritten Wurzeln aus der positiven Einheit sind durch 



. . . -JT /7 A 1 QN 

cos + ? sin s - , (/: = ? 1, 2) 



bestimmt : 

?# 2 = cos - * + i sin 

^-i, *, . . 



cos + i sin - 3 - - y 
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aus ihrer trigonometrischen Form erkennt man unmittelbar, dafi 



ii aber auch, dafi 



37 



bezeichnet man also erne der 



'komplexen Wurzeln mit ic 9 so konnen die drei Wurzeln durch 

?, w, ir 
dargestellt werden. 

3/ Die Forderung ~ty 6, von der in 17 ausgegangen worden war, 
erscheint jetzt auf die Forderung fyi zuriickgefuhrt; da nun i = cos g 

-f- ^ sin ~ gesetzt werden kann 7 so hat man nach (17) 

P r> (4-A*4- l)n: . . . (4fc+ I)TT /7 n n 1 \ 

y 2, cos^ ~y-- + ^ sin - -^-, (ft 0, 1, . . . p 1) . 
Es ist also beispielsweise 

cos \ + i sin ^ 



on 



, . . tf 
cos -- + i sm - 

D D 



i . 




0\ 



Fig. 1. 



23. G-eometrische Barstellung der komplexen Zahlen. 

Zwei zueinander senkrechte Gerade OX, OY, Fig. 1 ? mit gemein- 

samem Nullpunkt sollen nach Annahme einer 
Langeneinheit 1 jede fiir sich zur Darstellung 
des reellen Zahlensystems verwendet werden 
(15). Dem Punkte A aaf OX entspreche 
die Zahl a, dem Punkte B auf OY die 
Zahl )S; dann konnte das Punktepaar A, B 
als Bild der komplexen Zahl a + fli ge 
JT nommen werden. Vollkommener wird die 
Abbildung durch den Punkt M erreicht, der 
KJ |8 zu rechtwinkligen Koordinaten hat 1 )^ 
weil durch einen Punkt dem einheitlichen Charakter der Zahl a + pi 
besser Rechnung getragen ist, als durch ein Punktepaar. 

Jedem Punkte der Ebene entspricht auf diese Art eine bestimmte 
Zahl; diese ist reell, wenn der Punkt in OX liegt; rein imagin'ar, 
wenn er auf OY liegt; komplex, wenn er aufierhalb beider Geraden sich 
befin-det. In dieser Auffassung heifit die Ebene auch Zahlenebene 
oder ftomplexe ZaMenebene. 

1) Diese Darstellungsweise ist zuin erstenmal von dem danischen Feld- 
messer Kaspar Wesael in einer aus dem Jahre 1797 stanunenden Abhandhmg 
angegeben worden; Anklange an den gleichen G-edanken finden sich in der 
Dissertation von Gaufi (1799); unabhangig von beiden erfand sie J. R. Argand 
(1806). Zur Verbreitung aber verhalf ihr erst GauB durch seine Theoria resi- 
duorum biquadraticomm (18281832). 



Geometrische Darstellung Geometrisches Hechnen. 
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Die durch die Gieichungen (10) und (11) eingefiihrten GroBen 
? <p sind unmittelbar als Radiusvektor OM und als dessen Winkel 
ait OX zu erkennen. Hieran kniipfen einige iibliche Benennungen 
LII; man hat die komplexen Zahlen auch Richtimgszalden genannt, weil 
licht bloB die GroBe von OM, sondern auch dessen Richtung auf 
lie dargestellte Zahl EinfluB hat, als deren geometrisches Bild statt 
les Punktes M auch die gericlitete Strecke OM gelten kann. Wahrend 
nan weiter r als den absoluten Betrag von a + fii ausieht und dem- 
remaB wie bei reellen Zahlen \cc + fti dafur schreibt, nennt man das 
Binom cos cp + i sin cp den Richtungskoeffizienten dieser Zahl. Reelle 
Zahlen eines bestimmten absoluten Betrags gibt es nur zwei; kom- 
plese Zahlen hingegen unbeschrankt viele: ihre Bildpunkte liegen in 
sinem um beschriebenen Kreise. 

24. G-eometrische Ausfiihrung- der Bechnungsoperationen 
mit komplexen Zahlen. Den arithmetischen Operationen mit den 
Zahlen lassen sich gewisse geometrische Operationen mit den sie dar- 
stellenden gerichteten Strecken an die Seite stellen; es ist damit ein 
graphisches Verfahren gegeben, das in geTvissem Sinne die arithme- 
tischen Operationen zu ersetzen vermag. 

Der Addition von a + fii und a + $'i entspricht die geometrische 
Addition der darstellenden Strecken OM, OM\ die darin besteht, daB 
man die eine Strecke nach Richtung und GroBe 
an die andere anfiigt ; Fig. 2; S oder OS ent- 
spricht der Summe, so daB man symbolisch 
schreiben kann: Wenn OM=cc-\-^i f OM f 
= a + pi, so ist 08 = OM+ OM'. Bei 
n Zahlen tritt an die Stelle des zweiseitigen 
ein w-seitiger Linienzug. Das kommutative 
und das assoziative Gresetz der Addition treten 
anschaulich hervor. 

Der Subtraktion (a + /Si) - (Y + /S'z) ent- 
spricht die geometrische Addition einer mit 
OM! entgegengesetzten Strecke zu OM] es 
ist dann OD = OM 
- OM'. 

Die Multiplika- 
tion erfolgt dadurch, 
daB man OM um den 
Winkel <p' welter- 
dreht und aus OJf ; 
OM' und 1 die 
Strecke ON kon- ' Fig. 3. Fzg. 4. 

struiert, deren MaBzahl rr' ist, Fig. 3; es gilt dann der symbo- 
lische Ansatz: OP = OM. OM'. 
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Zum Zvrecke der Division hat man OM um den Winkel <p' 
^rM'zudrelien nnd aus 031, 031' und 1 die Strecke OX zu kon- 

struieren, deren MaBzahl -, 1st, Fig. 4; es ist dann ^Q == 




o\ 



Fig. 5. 



Uni die Potenzen von a + pi dar- 
zustellen, drehe man den abbildenden 
Strati OM weiter um cp, 2cp, . . . und 
trage auf den so erkaltenen Strahfen die 
Strecken OL%, OL S , . . ., deren MaBzahlen 
vermoge der angewandten, aus der Figur 

ersicktlichen Konstruktion r 2 , r 3 , sind, 

nact OP 2) OP 3 . . . ab ; Fig. 5; darnack 
ist dann OP 2 = 03Z 2 ? OP 3 = OM*, . . . 
Die Darstellung beispielsweise der 4. Wurzeln aus a + f$i voll- 
zient sick in folgender Weise. Man besckreibe einen Kreis, dessen 

Radius die MaBzakl yr\ kat ; teile den 
Bogen dieses Kreises, der zuni Zentri- 
winkel cp gekort, in vier gleicke Teile, 
und vom ersten Teilungspunkte W l aus 
den ganzen Umfang ebenfalls in vier 
gleicke Teile; dann sind OW 1? OW 2 , 
OW 3 , OW die Builder der vier Werte 
von YU> J T Piy Fig. 6. Denn die Ra- 
dienvektoren der Punkte W lf W 2 , W By 
W 4 sind alle gleick \y~r\, und ikre 
Amplituden betragen 




Dieses Beispiel zeigt, daB die geometrische Darstellung der Wurzeln 
eines bestimmten Grades aus eiiier komplexen Zahl zusammenhangt 
mit einer Kjreisteilungsaufgabe, namlich mit der Teilung eines Ejreis- 
bogens und des Kreisumfangs in die entspreehende Anzahl gleicher 
Teile. Man kann daran ferner die Tatsache wahrnehmen, daB alle 
Wurzelwerte aus einer Zanl (ob reell oder komplex) den gleichen ab- 
soluten Wert besitzen. 
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II. Abschnitt. 

Unendliche Reihen und Produkte. 

1. Grrundlegende Begriffe. 

25. "Unendliche Zahlenfolgen. Eine unbegrenzt fortsetzbare 
er iinendliehe Folge reeller Zahlen 

17 a*, 3 , , 

irz (a n \ kann bei fortschreitender Verfolgung ihrer Glieder ein ver- 
hiedenes Verhaiten zeigen. 

Nahern sich die Glieder einer bestimmten Zahl a derart, daB 

> n a\ mit bestandig zunebmendem n schlieBlich unter jeden noch 

klein festgesetzten Betrag sinkt, so nennt man die Zahlenfolge 

wvergent, a ihre Gretwe und driickt diesen Sachverhalt durch den 

nsatz 

lim a n a (1) 

n = x 

as. n = oo bedeutet bier, dafi n iiber jede noch so groBe nattirliche 
alii binauskommt. 

Die notwendige md Jiinreichende Sedingung fur die Existenz einer 
rrenze, also filr die Konvergenz von (aj ? lesteht darin, daft a n+p a n 
urch WaM von n allein, also bei jedem p, leliebig Hein gemaclit icerden 
ann. (VgL biermit 13, 2., wo die a n als rationale Zablen voraus- 
;esetzt waren.) 

DaB die Bedingung notwendig ist, folgt aus dem Begriff der 
irrenze (13, 2.). DaB sie aucb binreicbt ; ist so zu erkennen. Ist 
inraal | n+J) a n \ < 8 , so liegt a nJrp zwiscben a n e und a n + ; 
liese Werte konnen aber durch Wabl von n einander beliebig nabe 
jebracbt werden, und da alle sp'ateren Glieder der Folge zwiscben 
bnen entbalten sind, so ist damit gezeigt, daB sicb die spaten Glieder 
ler Folge in beliebig eng zu ziebende Grenzen einscblieBen lassen, 
iaB sie also selbst eine Grenze besitzen. 

Uberscbreiten die Glieder von (aj scblieBlicb jede nocb so groB 
Festgesetzte positive Zahl ft, oder sinken sie unter , so sagt man, 
die Grenze von a n sei positiv unendlich (+ oo oder kurz oo), bzw. 
negativ unendlich ( oo) und druckt dies durch die Ansatze 

lim a n == oo, lim a n = oo ^2) 

n = co = x 

aus. Die Zahlenfolge heifit dann (eigentlich) divergent 

Es kann <schlieBlich geschehen, daB a n weder einer Grenze zu- 
strebt noch unendlich wird-, man nennt dann die Zahlenfolge (a n ) un- 
eigentlich divergent. 



32 Unendliehe Reihen und Produkte. 1. Grundlegende Begriffe. 

Nur eine konvergente Zahlenfolge definiert eine bestimmte Zalil. 

Die Zahlenfolge (a n ) soil monoton genannt werden ? wenn ihre 
Glieder , wenigstens von einem bestimmten angefaugen, niemals ab- 
nehmen oder niemals wachsen. 

Bei einer monotonen Zahlenfolge kann nur zweierlei stattfinden: 
Ist sie zunehmend, so kann das Wachsen der Glieder liber jede Schranke 
hinausgehen (lira a n = co) oder gegen eine bestimmte Grenze hin er- 
folgen; ist sie abnehmend, so konnen die Glieder schlieBlich unter 
jede Schranke fallen (lim a ft = oo) oder aber einer Grenze sich 
nahem. Fiir die Beurteilung ist der folgende Satz von Nutzen. 

Wenn die Glieder einer monoton mnehmenden Folge unter einer 
festen Zaltl G Ideiben, so Jiaben sie noticendig eine Grenze; gleiclies gilt 
fiir die Glieder einer monoton abnelonenden Folge. wenn sie iiber einer 
festen Zalil g Ueiben. 

Bliebe namlich immer, wie grofi auch n genommen wird ; 

an+p-",,^^ 
so ware auch a n +2p a n-^p = 

j.o ^. 



somit +*, ^* 

nnd a n ^ tp ^ a n + fte; a n + ks kann aber durch entsprechende Wahl 
von ft groBer als G gemacht werden; dann aber ware a, n ^ f > G, 
gegen die Yoraussetzung. Es mufi also schlieBlich a n + p a> n < 
werden, und damit ist die Konyergenz bewiesen. Ahnlich ware der 
Beweis fiir den andern Fall zu fuhren. 

26. Unendliche Reihen 1 ). Begriff der Konvergenz und 
Divergent. Es sei a 1} a 2 , a B , . . . eine unbegrenzt fortsetzbare Folge 
reeller Zahlen; man bilde aus ihr eine neue Folge s x , 5 2; S B , ... s n . . ., 
indem man aus den ersten 1 ? 2, 3 ? . . . n . . . Gliedern die Summe nimmt: 



(1) 



s n - s n ^ + a n = Oi + a 2 + - - - + a n . 

Ist die Zahlenfolge s l9 s%, $ 3 , . . ., kurz (s n ), konvergent, so nennt 
man auch die unendlielie Eeihe 

oc 

% + 2 + a$ H , kurz ^a n , (2) 



1 



1) Die Einfuhrung unendlicher Reihen in die Mathematik reicht ins 17. Jahr- 
hundert zuruck; ihre richtige Behandlxmg lehrte aber erst das yorige Jahrhnndert. 
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Convergent 1 } und bezeiclmet die durch (s w ) definierte Zahl s: 

lims n = s (3) 

n = x 

ds Wert oder Summe oder als Grenze dieser Reihe. 

Nach den Ausfiihrungen des vorigen Artikels lautet die allgemehie 
Hedingung fur die Konvergenz von (2) dahin, daB sich bei beliebig 
klein gegebenem positiven e eine natiirliehe Zahl m angeben lassen 
miisse derart, daB 

, , k+, -*!<, (4) 

oder ausgeschrieben: 

^i+<W2+'-' + <V- ? <, (4*) 

so lange w > m, in Worten: Soil eine Reihe Convergent sein, so mufi 
sich eine Stelle bestimmeyi lassen, von welcher ab jede beliebig umfany- 
reiche Gli'-ihryi-npye eine beliebig Jdeine Siimme gibt*). 

Wendet man die allgemeine Bedingung auf den Fall p ===== 1 an, 
so besagt sie ? daB die GKeder einer Reihe, soil sie konvergent sein, 
mit wachsendem Zeiger dem absoluten Betrage nach notwendig be- 
liebig klein werden mussen, daB also, symbolisch ausgedriictt, 

lim a a = (5) 

n = 3c 

bestehen miisse, Es wird sich jedoch zeigen, daB dieses Verhalten 
zur Zonvergenz nicht hinreicht. Bei alien Reihen, die wir weiterhin 
betrachten, wird die Bedingung (5) als erfullt vorausgesetzt. 

Die Reihe (2) heifit divergent*), wenn die Zahlenfolge (s n ) eigent- 
lich oder uneigentlich divergent ist. Im Falle der eigentlichen Diver- 
genz von (s w ) sagt man auch ? di^ Reihe habe eine unendliche Summe. 
Eine konvergente Reihe definiert eine bestimmte ZaiiL 
Die in (1) zusammengestellten Summen nennt man Partialsummen 

00 

von ^a n . 
i 
27. Folgerungen. 1. Die Erganzung der Partialsumme s n zur 

unendlichen Reihe, d. i. 

r.^flWi + aWs +'? (6) 

nennt man den zu s n gehorigen Rest. Auch er bildet eine nnendliche 

1) Das Wort ,,Konvergenz u kommt, auf Umfange von Sehnen- und Tan- 
gentenpolygonen mit wachsender Seitenanzahl angewendet, zum erstenmal bei 
dem englischen Mafchematiker J. Gregory (1667) vor und hat sich seither in 
der ganzen Mathematik eingebiirgert. 

2) Diese allgemeine Bedingung der Konvergenz hat zuerst B. Bolzano 
(1817) angegeben; doch ist sie erst durch Cauchys Schriffcen weiter bekaunt 
geworden, dem auch meist die Prioritat zugesprocben wird. 

3) Dieses Wort in seiner Anwendung auf Reihen, aber walirscheinlich noch 
nicht in dem heutigen Sinne gemeint, kommt zum erstenmal bei Nik, I. Ber- 
noulli (1713) vor. 

Czuber, HBliere Matkematik. 3 
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Reihe, die mit der urspriinglichen zugleich konvergent oder divergent 
ist; denn die Partialsummen s'i, s*. $3, - von (6) bilden die Zahlen- 
folge 

S n + l S n> 5 -r2 S n> S n + S S n> * ' ') 

deren Grenze $ s n ist, wenn die Reihe (2) konvergiert, dagegen un- 
endlieh oder unbestimmt, wenn (2) divergiert. 

Dieser Umstand gestattet es ; bei der Priifung einer Reilie auf 
ilire Konvergenz beliebig viele Anfangsglieder fortzulassen. 

2. Da bei einer konvergenten Reihe die Bedingung (4*) durch 
WaM von n bei beliebigem p erfiillt werden kann, so besteM dann 
auch die Bezielmiig 

k. < (?) 

Bei einer konvergenten Reihe kann man also in der Folge der 
Partialsummen so weit fortsckreiten, daB der zugehorige Rest dem 
absoluten Werte nach unter eine im voraus beliebig klein festgesetzte 
positive Zahl herabsinkt. 

Diese Zahl bezeichnet dann auch die Sehranke, unter welcher 
der Fehler liegt, den man begelit, indem man statt der unendlichen 
Reihe deren Partialsumme s n nimmt. 

00 

3. Besteht die Reihe 2 a n aus lanter positiven Gliedern, und ist 

i 
sie konvergent^ so ist auch jede Reihe konvergent, die aus ihr durcli 

Unterdriickung einer durchlaufenden Folge von Grliedern (z. B. jedes^ 
zweiten, dritten Gliedes oder dgl.) entsteht. 
Denn, ist die Bedingung 

a n+l+a n + 2-i ---- +0 n +j>< f 

erfullt, so bleibt sie es auch. dann, wenn auf der linken Seite Grlieder 
ausfallen. 

DO 

4. Besteht die Reihe 2 a n aus lauter positiven Gliedern, und ist 

sie konvergent, so ist auch jede Reihe konvergent, die aus ihr ent- 
steht, indeni man bei einer durchlaufenden Folge von Gliedern das 
Zeichen andert. 

Denn ? ist die Bedingung 

*+! +;+!+ +<*.,.,< 6 

erfiillt, so bleibt auch nach Anderung des Zeichens einiger (oder aller) 
Glieder 



weil \a 



n+I 



a 



n+p 



5. Ist die Reihe ] a konvergent und s ihre Grenze, so ist auch 

oo i 

die Reihe ^Tca n ( + 0) konvergent und k$ ihre Grenze. 
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Hat namlich s n die Grenze # } so hat 7rs 7 die Grenze is. 
Divergiert hingegen die erste Reihe, so divergiert auch die zweite. 
Denn mit s n hat auch 7;s^ eine unendliehe oder eine unbestimmte 



n 



Grenze. 

3C * 

6. Sind die Reihen ^a n und v& ?? konvergent gegen die Gren- 
zen s und t, so sind auch die Reihen 



konvergent und habeu die Grenzen s + /, bzw. s t. 
Denn mit s w s ? f n # werden gleichzeitig auch 

s n +t n -(s+t), s n -t,-(s-t) 
beliebig klein. 

28. Beispiele. I. Es sei a 1? s , a s? . . . eine unbegrenzt fort- 
setzbare Folge reeller Zahlen, und man bilde aus ihr die neue Folge 



QC 

dann nat die Reihe S tt ^ e allgemeine Partialsumme 

5 n = #j ^+i5 
ist also die Zahlenfolge (c w ) konvergent und a ihre Grenze, so ist 

00 

auch die Reihe 2 a n konvergent und 

s = c^ a 
ihre Grenze; insbesondere ist s = 1; wenn = lim n = ist. 

= ac 

SpezieUe PaUe. 1. Aus der Zahlenfolge (l, J, -J-, J, - - ), die Nidi 
zur Grenze hat, entsteht auf dem beschriebenen Wege die Reihe 

JL + ! i J_ . . . . 

l-S "*" 2-8 ^ 3-4 ' ? 

die konvergent ist und j = 1 zur Grenze hat, so daB man schreiben 
kann: * 



2. Die ebenfalis gegen Null konvergierende Zahlenfolge 

(l l 1 1 . 
V^T'T' 7 ' 

fuhrt zu der Reihe 

^JL J_ . J- 

1-S """ 3-6 ^ 5-7 

deren Grenze 1 ist, so daB (27, 5.) 



3* 
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3. Aus der Zahlenfolge (1, q, q~, q*, - - ) entstelit auf dem be- 
schriebenen Wege 

(i-) + (i - m + (i - )a 8 + ; 

nun ist die Zahlenfolge konvergent und ihre Grrenze, wenn | q \ < 1 l ), 
so daB fur diesen Fall 

1 - (1 - ) + (1 - 4^4 + (1 - 1)<2 2 + - -, 
also 





Wenn hiugegen q > 1 ? so ist die Zahlenfolge eigentlich diver- 

gent 1 ) und rait ihr gleichzeitig die Reihe ^?q n . 


Bei q = 1 geht ^q n in die Reihe 1 + 1 +1 H ---- fiber, die 

o 
eigentlich divergent ist. 

00 

Bei # = 1 wird aus ^q n die Reihe 1 1 + 1 1 H ---- , derea 

o 
Partialsummen abwechselnd 1 und sind: die Reihe divergiert un- 

eigentlich, man sagt ; sie oszilliere zwischen 1 und O. 3 ) 

Als Ergebnis dieser Untersuehung kann man den Satz formu- 

CO 

lieren ? daB die geometrisclie Reihe ^q n nur dann Convergent ist, tvenn 

o _ 
q\ < 1 ; daft sie also in den Fallen I q \ > 1 divergiert; im ersten jFalle isi 

1 ihre Grense. 



i flf 

II. Eine der ersten Reihen, bei denen erkannt wurde, daB aucl 

bei Abnahme der Grlieder gegen was lange Zeit hindurch als zui 



1) Die Eichtigkeit der beiden Behauptungen ergibt sich aus folgender Er- 

wagung. Ist 6 eine positive Zahl, so ist 1 + <5 1 >1, ^ , -.<!. Nun ist 

l "T 

(i + ^) 2 > i + a^ (i + d) > i + 3*, - - . 

allgemein fur jedes naturliche n 



daraus schlieBt man auf lim (1 + 6) n = oo und lim ( T ^\ = 0. 

7t = CC 71= W U +0/ 

Somit ist tats'achlich lim j q = oo oder = 0^ jenachdem ! 2 | > 1 oder | 



2) Die Summenfonnel tur die fallende geometrische Reihe ist schon 1593 
von F. Viet a gefunden worden. 

3) Ein Beweis fiir die naive Auffassung, der die unendlichen JEteihen an- 
fanglich begegneten, ist darin zu erblicken, daB G. G-randi 1703 fiir diese Reihe 

in unbedenklicher Anwendung der Formel (10) die Summe angab und daf 

2 
iiber die Moglichkeit dieses Resultates ein ernster Streit gefuhrt wurde. 
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Konvergenz hinreichend gehalten wurde Divergenz voraanden sein 
kann, 1st die Jiarmonische Reflie 



Es 1st namlich 



die rechte Seite aus der linken hervorgeht ? wenn man in dieser 
zweiten Gliede an alle Glieder dem letzten, dem kleinsten, gleich 

macht; wie groB also auch n sein moge, immer lafit sicli eine Grnppe 

aufeinander folgender Grlieder 



tonstruieren, deren Summe 1 tibersteigt; die allgemeine Bedingung 
der Konvergenz ist mithin nicht erfiillt.M 

Ein anderer Weg ? die Divergenz dieser Reihe zu erkennen ? be- 
steht in folgendem. Man kann die urn das erste Glied gekurzte Reihe 



n 
2 

nmformen in 



nnd sodann zerfallen in 

1 






Nun gibt die erste Zeile nach (8) die Summe 1, die zweite 1 j-^ = - - 
die dritte -r ^ = -;; so dafi man erhalt 





das Paradoxe an diesem Resultat verschwindet sofort, aber nur dann, 

00 l * l 

wenn man 5 1 , also auch 5* durch oo ersetzt. 2 ) 

- w 7 " *i ' 



1) Anf diesem Wege hat Jak. Bernoulli die Divergenz der harmonischen 
Reihe zuerst erkannt (Wende vom 17. znm 18. Jhrh.). 

2) Mittels dieses Paradoxons hat Joh. Bernoulli die Divergenz nach- 
gewiesen. 
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2. Reihen mit positiven Gliedern. 

X 

29. Allgemeines. 1. 1st ^a n eine Reihe mit durchweg posi- 
tiven Gliedern, so bilden ihre Part ialsum men s ly $ 2 , s 8 , eine mo- 
noton zunehmende Zahlenfolge; eine solche hat entweder eine bestimmte 
Grenze oder die Grenze oo- 7 ein drittes ist ausgeschlossen (25). 

Demnach ist eine Eeilie a^ts lauter positiven Gliedern enttveder Con- 
vergent, oder divergent mit der Grenze oo. 

Die Konvergenz ist erwiesen, wenn sich zeigen 1'aBt, da8 die Par- 
tialsummen unter einer festen Zahl bleiben. 

00 

Ist s die Grenze der Reihe ^a n , falls sie konvergent ist,, so 

bleibt die Snmme jeder beschrankten oder unbeschrankten Auswahl 
von Gliedern unter s. 

2. Nimmt man an einer Jconvergenten Beihe aus positiven Gliedern 
eim durcligeliende rtnofdnwiff vor, so lleibt die Konvergenz erlialten und 
die Grenze unwrandert. 

Die Umordnung von 

% + a 2 + a s -\ (1) 

*, + , + a, + ' ' ( 2 ) 

ist eine durchgehende, wenn die umgeordnete naturliche Zahlenreihe 
Oj, a 2? 3? von keiner noch so spaten Stelle an mit der geord- 
neten 1, 2, 3, - - ubereinstimmt. Bezoge sich die Uniordnung nur auf 
ein endliches Stuck der Reihe, so bediirfte der Satz keines Beweises. 

DaB (2) konvergent ist ; folgt daraus ? daB jede ihrer Partial- 
summen unter s, der Grenze von (1), Kegt. 

Man kann des weitern in (2) mit der Partialsummenbildung so- 
weit gehen, bis man die ersten n Glieder von (1) umfaBt hat; heifit 
die so gebildete Partialsumme s a , so stammen ihre iibrigen Glieder 
aus dem Rest r n zu s n = a t + 2 + - - + a n , so daB 

s * v -**<r*i 

mit unbeschrankt wachsendem n wachst auch a r uber alle Schranken,, 
r n dagegen konvergiert gegen Null; somit ist tatsachlich 

lim s av = lim s n == s. 

3. Wenn man in einer Jconvergenten Reilie aus positiven Gliedern 
durchgefiend Gruppen wkssessiver Glieder bildet, so ist die aus deren 
Summon gebildete Eeike wieder konvergent und hat dieselbe Grenze. 

Man braucht, um dies einzusehen ; nur zu beachten, daB die Par- 
tialsummen der Reihe 

(a, + a, + - 
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unter den Partialsummen YOU 



vorkommen, daher gegen dieselbe Grenze konvergieren wie diese. 

Durcli die beiden letzten Eigenschaften, die dem koinmutativen 
und dem assoziativen Gesetz der Addition entspreehen, ist der Summen- 
charakter der konvergenten Reihen aus positiven Gliedern dargetan: 
die Grenze einer solchen Reihe darf daher auch als ihre Summe be- 
zeichnet werden. 

3O. Konvergenzkriterien. 1. Wenn die durchiceg positiven 
Glieder der Reihe ^b n Ideiner sind oder hochstens yleiMommen den 
korrespondierenden Gliedern einer als Convergent lekannten Beihe ^a il? 
so ist aitch ^b n Convergent. 

Wegen der Konvergenz von ^a n kann 



diii-ch. Wahl von n allein unter die beliebig Heine GroBe herab- 
gedriickt werden 5 das gilt aber auch von 



das nach Voraussetznng niclit groBer sein kann als die vorige Summe : 
damit ist aber die Konvergenz von S& n erwiesen. 

Sollte die Beziehung 6 n <I a n erst von einem Zeigerwert m an- 

tii i in i 

gefangen bestehen, so trenne man die Reihenanfange J^a w? ^b n ab 

i i 

nnd betracbte die gekurzten Reihen, anf welche die obigen Sckliisse 
Anwendung finden. 

Aus dem Satze ergibt sich die Folgerung: Sind die Glieder von 
2& w grofler oder mindestens gleicli den korrespondierenden Gliedern einer 
als divergent liekannten Beihe ^a n , so ist auch ^1) n divergent. 

Denn ; aus der Annahme, 2^ se ^ konvergent, folgte mit Not- 
wendigkeit die Konvergenz von S a ? was g e en ^ e Voraussetzung ist. 

Als Bei spiel diene die Reihe 

1 4~ js 4" 3~*~ ~r 43 ~r * * * ? 

ihre Glieder sind, voin zweiten angefangen, kleiner als die Glieder 
der konvergenten Reihe (28, 8.) 

1 + IT2 + 2T3+3T4 + *"5 

daher ist sie selbst auch konvergent und ihre Summe < 2. 
Die Glieder der Reihe 
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hingegen sind vom zweiten an groBer als die Glieder der divergenten 
harmonisehen Reihe; sie ist also auch divergent. 

2. 1st da$ Btldimgsgesete der Bertie mit positiven Gliedern ^a fl 
eln solches, daft lim na u > ist, so divergiert sie. 

71= 

Angenommen, es sei lim na n = A] ist dann a eine Zahl, welche 

= * 

der Bedingung < a < A genugt, so muB es einen Zeigervrert m 
geben, von dem ab nn tt bestandig groBer ist als a, so daB 



Daraus folgfc ; daB von >^ == >w angefangen die Glieder von 2] a g r oBer 
sind als die entsprechenden Glieder von J^ 7 ; nun ^ s * J!P~> a ^ so 

ancli ^ divergent, daher divergiert auch ]a n . 

^"* jj 

Anf Grund dieses Kriteriums erkennt man, daB die Reihe 
2 X~? wo a > &> y positive Zahlen bedeuten, divergiert-, denn 

na n *= ^-5 hat die fiber lieffende Grenze -- 
n c*i + |? & a 

Ferner erschlieBt man daraiis die Divergenz der Reihe 5 1 fur 

n p 
<p < 1; denn >m n = ;i 1- -P wachst mit n sogar iiber jede noch so 

groBe Zahl. Es sind also beispielsweise die Reihen J^ 7 -^ , ^w~ 9 -^s~= 

divergent. V n V ~ V^ 

3. Ist das Bfidungsgesetz der jReihe mit positiven Gliedern 2^ 

tin solches, daft der Quotient -~- + ~ 1 eines Gliedes durch das voraus- 

gehmde "beim Durchlaufen der Beihe einer Grenze A sich nahert, so isf 
die EeiJie Convergent ; wenn I < 1, divergent, ^l'enn A > 1. 

Im Falle Z < 1 wahle man eine Zahl q derart, daB A < q < 1, 

also zwischen A und 1; es muB dann n + l von einem Zeigerweit 

n m angftfangen notwendig kleiner als q bleiben, soil es die unter 
$ liegende Grenze 2. haben; aus 



folgt aber 

1) Beihen dieser allgemeinen Form bezeichnet L. Euler als harmonisch^ 
Beihen; in der Tat ist auch die grewehnliche harmonische Beihe darin enthalten 
(or = y = 1, f w 0). (17341735,) 
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thin sind die Glieder der Reihe 2 w von n = m + 1 angefangen 
liner als die rait a m niultiplizierten Glieder der geometrisehen Reihe 
g n ; da diese wegen q<l konvergiert, so konvergiert auch S^* 

In dem Falle l>\ wahle man q derart, daB >1>2>1; soil 
- 1 die fiber q liegende Grenze A haben, so muB es von einem Zeiger 

'n 

angefangen bestandig iiber q bleiben, also 



in; daraus folgt welter 



i also nnnmehr die Glieder von 2a n yon n = + 1 angefangen,. 

e mit a OT multiplizierten Glieder der geometrischen Reihe ^q n uber- 

i 
effen ; diese aber wegen q > 1 divergiert, so diyergiert auch S^n- 

Der Fall, daB - w die Zahl 1 selbst zur Grenze hat. bleibt also 

' a n ' 

aentschieden. 

Als erstes Beispiel diene die mittels der positiven Zahl a ge- 



Idete Reihe 

* ~ 2 



=-+JL + . 

2! ~ 3! ~ 



ihr ist 



ieser Quotient laBt sich bei jedem a durch Wahl von n beliebig klein 

OL 

lachen; es ist daher lim ~-' t - < 1, die Reihe also bei j< 

n a n 

onvergent. 
Die Reihe 



,eigt ein wesentlich anderes Verhalten; in ihr ist 



md da dieser Quotient cc zur Grenze hat, so ist die Reihe nur dann 
convergent, wenn a < 1 ist; bei cc > 1 divergiert sie, aber auch schon 
>ei a = 1, wo sie zur harmonischen Reihe wird. 
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Keine Entseheidung ermoglicht das Kriterium bei der Reihe 

^ (p > 0), da hier ~^ 1 - = I ? ) die Grenze 1 hat. An anderer 
i wf a n \ n ~r l/ 

Sielle ist aber bereits erkannt worden, daB diese Reihe bei p <^ 1 
divergiert, bei p =* 2 konvergent ist. 

x -x. 

4. Die leiden Reihen ^a n und ^^'a^ sind unter der Voraus- 



seisung, daft die Glieder der ersten menials zunehmen, gleiclizeitig Con- 
vergent, 1)8 ic. divergent. 

Aus der Tatsache, daB a t > # 2 > a 3 > (statt > kann, jedocb. 
nicht durcliwegs ? auch = eintreten), folgen eiuerseits die Relationen: 



aus denen sieh durch Addition 





ergibt; andererseits die Relationen: 
a L < 2 a t 
2a 2 - 2a 2 



v , / _ B< _ 1 

2 +1 2+2 

die, indem raan sie addiert, zu der Ungleichung 



fiihren. Auf den beiden Seiten von (A) und (B) stehen nun Partial- 
summen der beiden zu yergleichenden Reihen. 

Ist Sfl a konvergent, so folgt aus (B) die Konvergenz von ^ v a^ v 
und ist 22 V <V Convergent, so sehliefit man aus (A) auf die Konver- 
genz von 2# n . 

1st ^X divergent, so begriindet (A) die Divergenz von 
und ist S2 r fl 3 , divergent, so ist es wegen (B) auch ^a n . 
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Mit Hilfe dieses Kriteriuins kann die Reihe Jjjjf t endgiltig er- 
>digt werden. Es ist nainlich 

ine geometrische Reihe mit dem Quotienten q= _ 1 : dieser ist <1 ? 
renn p > 1; = 1, wenn p = 1; > 1, wenn p < 1. Demnaeh ist die 

;eometrische Reihe und mit ihr zugleich die Reihe ^* konvergent 

jj^^' -IIP 

>ei p > 1, divergent bei p <f 1. 

Die unter 2 ; 3 und 4 nachgewiesenen Kriterien stammen von 
L Cauchj 7 dem Begriinder der allgemeinen Reihentheorie. 

3. Reihen mit positiven imd negativen Gliedern. 

31. Absolut konvergente Reihen. Wenn von einer Reihe 
nit positiven und negativen Gliedern gesprochen wird, so ist damit 
yemeint, daB beide Arten von Gliedern durchgehend seien 7 d. h. daB 
s keine.noch so ferne Stelle in der Reihe gibt ; von der an nur inehr 
3r lie der eines Zeichens vorkommen. 

ce 

Hebt man in einer solchen Reihe ^a n , in welcher die a n nun- 

i 
mehr relative reelle Zahlen sind ; den Zeichenunterschied auf, bildet 

"JO 

man mit andern Worten die Reihe 2\a u \ aus den absoluten Werten 

i 
der a n , so kann diese konvergent oder divergent sein. 

Ist 2I<V konvergent, so ist es Ja n notwendig auch; denn 
(27, 4.) eine konvergente Reihe aus positiven Gliedern bleibt konver- 
gent ? wenn man bei einer durchlaufenden Folge von Gliedern das 
Zeichen andert. 

Wie es sich in diesem Falle mit der Grenze der Reihe verhalt, 
dariiber gibt der folgende Satz AufschluB. 

Statist sich die Konvergens der Reihe ^a n auf die Konvergenz der 
Heike 2 a n \, so ist Hire Grenze gleicli der Summe der positiven Glieder 
vermindert um die Summe der Absolidwerte der negativen Glieder und 
unabli'dngig von der Anordnung der Glieder. 

Die positiven Glieder von ^a n in der Reihenfolge ihres Auf- 
tretens seien 



die absoluten Werte der negativen Glieder in gleicher Anordnung 
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beide sincl konvergent, denn jede besteht aus einer durchlaufenden 
Gliederfolge der konvergenten Reihe 2 a n I (^ 7 ? 3.). 

Eine Partialsumme s n von ^ a n stellt sieh als Differenz einer be- 
stimmten Partialsumme t a von fl) und einer bestimmten Partial- 
summe u i von (2) dar, so daB 



indem nun n unaufhorlich w'achst, nehmen auch a u und /J v ohne Unter- 
laB 2,u, und i a , u^ n'ahern sich den Summen t, u der "Reihen (1), (2) 
als Grrenzen; mithin hat s n die Zahl t it zur Grenze- Damit ist die 
erste Aussage des Satzes erwiesen. 

Nimmt man in 2 a e ^ ne durchgehende Umordnung der Grlieder 
vor ? so erfahren auch die Reihen (1), (2) eine solche; da aber ihre 
Grenzen dabei keine Anderung erleiden (29,2.), so behalt auch 2 a 
die fruhere Grenze s t u bei. 

Einer Reihe von der hier in Rede stehenden Art konimt also der 
Summencharakter zu, indem ihre Grenze von der Anordnung der 
Glieder unabhangig ist; man spricht daher hier wie bei Reihen aus 
positiven Gliedern von der Grenze als von der Summe der Reihe. 

Vorlaufig sollen Reihen dieses Verhaltens als absolut Convergent 
bezeichnet werden. 

32. Nichtabsolut kouvergente Beihen. Es handelt sich nun 
um den Fall, daB eine Reihe JX, aus positiven und negativen Gliedern 
nach Aufhebung des Zeichenunterschiedes divergent wird. Die ur- 
sprungliche Reihe selbst kann, wie sich zeigen wird, konvergent oder 
divergent sein. 

Zunachst ist unmittelbar einzusehen, daB Sl a ; aicht divergent 
sein kann, ohne daB wenigstens eine der Reihen (1), (2) divergent ist, 

Ist nur eine von ihnen divergent, z. B. (1), dann wird t a groBer 
als jede beliebige Zahl, wahrend u^ eine Grenze besitzt; somit wird 
auch s n beliebig groB, die Reihe ^a> n ist also in diesem Falle divergent. 

Sind beide Reihen, (1) und (2), divergent, so tibertreffen t a , u^ 
schlieBlich jede noch so groBe vorgegebene Zahl; ihr allmahliches An- 
steigen hangt aber von der relative Haufigkeit ab, mit der positive 
und negative Glieder beim allmahlichen Durchlaufen von 2 a au f" 
treten; es ist ebensowohl denkbar, daB dieses Auftreten so geregelt 
ist, daB die Differenz t a ^ u^ einer Grenze sich nahert, wie auch, 
daB die Glieder des einen Vorzeichens den andern so vorauseilen, 
dafi t a ^ u^ dem Betrage nach groBer wird als jede beliebige Zahl. 

Uber alle diese Verhaltnisse gibt der folgende Satz AufschluB. 

Die Grenze einer Reihe 2^? d&ren positive und negative Glieder 

je fur sich divergente Reitien tilden, Mngt von der Anordnung der 
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rlieder db und kann durcli Uegelimg dieser Anordnuny jeder beliebigen 
Zahl gleich gemaclit warden. 

Urn der Reihe ]>> die (z.B. positive) GrenzeG zu geben, nehme 
nan von (1 ) erne solche Gliedergruppe 



lafi ihre Summe G ubertrifffc, daB dies aber schon nicht der Fall ist, 
;venn man das letzte Glied der Gruppe fortl'aBt, so daB 



bieran schlieBe man eine solche Gruppe aus (2), 

\<*h +l*AH---- + iv 1 "^ s 

iaB s'as'j unter G- sinkt ? daB dies aber nicht mehr zutrifft, wenn 
man das letzte Grlied fortlaBt, so daB 

G"-(Sas'd<^\ap t |; 
nun gehe man in der Reihe (1) wieder weiter urn 

a v + 1 + ^ +8 H ---- + %- - s * 
derart, dafi G gerade nock uberschritten wird ? so daB 

*~^+*a-ff<a ff||W , 
und schlieBe daran so Tiel Ton (2): 

i (v+i I + l<v,'+i ! + + ! a h" "? 

daB gerade noch 

ff-C/a-^ + ^-^^l^-l 

u. s. f. Auf diese Weise fortfahrend kommt man. G beliebig nahe, da 



eine gegen Null konvergierende Zahlenfolge bilden (26). 

Die Partialsummen s' a , s' a s'p, s^ s'^ + s', s 5^ + 5^ 5^, * 
oszillieren um G. 

Da man G beliebig groB, d. h. groBer als jede noch so groBe 
Zahl festsetzen kann ? so konnen aus S a /i farGh Gliederumordnung 
auch divergente Reihen erzeugt werden. 

Wanrend also die Konvergenz einer absolut konvergenten Reihe 
eine uribedingte, von der Anordnung der Glieder unabhangige ist, wird 
die Konvergenz einer nichtabsolut konvergenten Reihe durch die An- 
ordnung der Glieder ledingt derart, daB mit der Anordnung die Grenze 
sich andert und unter Umstanden unendlich wird. 1 ) 



*" ^ 1) Bei einigen speziellen nichtabsolut konvergenten Reihen batten schon 
A. Canchy (1823) und G. Lejenne-Dirichlet (1837) das eigentumliche Yer- 
halten erkannt; den obigen allgemeinen Satz hat aber erst B. Biemann auf- 
gestellt und bewiesen (1867). 
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Man hat demnaeh die Reihen mit positiven und negativen Gliedern 
in united ingt und bedingt konveryente zu unterscheiden. 

Den bedingt konvergenten Eeihen geht der Summencharakter 
ab; es ist daher korrekter, bei ihnen nur von einer Grenze statt von 
einer Summe zu reden. 

33. Alternierende Reihen. Yon den Reihen mit positiven 
und negativen Gliedern heiBen diejenigen, in welchen auf ein positives 
immer ein negatives Glied folgt, und umgekehrt, alternierende Eeihen. 
Bei diesen gibt es einen Fall der Konvergenz, der an einem sehr ein- 
fachen Kriteriuni zu erkennen ist; er ist durch den folgenden Satz 
gekennzeichnet : 

Wenn die Glieder einer alternierenden Reihe dem Betrage nacli 
bestandig abnehmen l ) und uberdies die unerlafiliclie Bedingung der Kon- 
vergenz lim# yi =0 erfiiUen^ so ist die Reihe !;* /:'/;./'///. 2 ) 



Aus der abnehmenden Folge positiver Zahlen a 1: a 2? a B , sei 
die Reihe 



gebildet. 

Die Beziehungen 



lehren, dafi die ungeraden Partialsummen s 1? S B) S 5? eine ab- 
nehmende Folge positiver Zahlen bilden, die notwendig eine Grenze ; 
]ims 2n+1 , hat. 

-s=OC 

Die Beziehungen 



zeigen, dafi die geraden Partialsummen $ 2; s, %> eine zunehmende 
Folge positiver Zahlen bilden, die jedoch unter der Zahl <% bleiben, 
mithin notwendig eine Grenze, lim5 2B? besitzen. 

n=cc 

Da aber 

5 2 + l S=S 5 2n + a 2 + l ? 

so sinkt der Unterschied 5 3n4 .i 5 2n = a 2a+1 mit wachsendem w unter 
jede noch so kleine Zahl ? $ 2n+1 und s 2n haben also nicht versehiedene, 

00 

sondern eine und dieselbe Grenze s, die auch der Reihe ^( iy~ 1 a n 
zugehort. 

, 1) Oder wenigstens von einer Stelle ab niemals zunelunen. 
2) Dieses Kriterium hat Leibniz schon 1714 nachgewiesen. 
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Zugleich geht ans der Betraclitung hervor, daB 

* 

5 2n^ S < S 2n + l 

r jedes w; da ferner allgemein 

** - (- D* (<Wi - (0,+, - n+3 , ---- ), 

1st ! r n | = 1 5 s n | < | a w+1 1 , d. h. nimmt man statt s erne Partial- 
mme $ n , so ist de* begangene Fehler dem Betrage naeh kleiner als 
k s dem letztbehaltenen folgende Glied. 

34. Beispiele. Die Ergebnisse der Untersuchungen der beiden 
bzten Artikel mogen nun an einigen Beispielen erlautert werden. 
1. Die alternierende Reihe 



t nnbedingt konyergent, well die Reihe der absoluten Gliederwerte 
^nvergent ist (SO, 4.). 

2. Die alternierende Reihe 



t nach dem Kritermm 33 konvergent, aber nur vermoge der Glieder- 
aordnung, weil die Reihe aus den absoluten Gliederwerten divergiert. 

Ordnet man die Grlieder nach irgend einem Prinzip urn, so ist 
Le Konvergenz schon fraglich, und besteht sie noch ; so ist die Grenze 
ine andere. 

Es soil dies fiir die folgende Anordnung gezeigt werden: 

l + ___ + + ____-_ + .... 

Die Partialsumme von 4w Gliedern der ersten Anordnung ist 

r]L 1,1 i 



__ 

"" 3 
ie Partialsumme von 3w Gliedern der zweiten Anordnung 

sn= (l + y - y) + (y + y T) + * ' " + 
aithin, ist 



! ___ L\. 

1 4/ T 



1 j. JL 1 
~y" t "3 4 

Li- 1 
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nun hat s Zn ebenso wie $ n die Grenze s der Reihe in der ersten Ai 

o 

ordnung; folglich hat s^ n die Grenze y$, und dies ist die Grenze d 

Reihe in der zweiten Anordnung. Durch die Umordnung, die di 
positiven Glieder voraneilen macht, hat sich also die Grenze urn di 
Halfte ihres urspriinglichen Betrages erhoht. 
3. Die Reihe 



erfiillt bei jedem p > die Konvergenzbedingung des vorigen ArtikeL 
absolut und daher unbedingt konvergent ist sie nur bei p > 1, di 

gegen bei p < 1 nur bedingt konvergent, well dann JS divergie 

(30, 4). 

Diesen letzten Fall im Auge behaltend werde die Reihe UE 
geordnet in 



Die Partialsumme $% n der ersten Anordnung und die Partialsumme s[ 
der zweiten Anordnung umfassen folgende Glieder: 



' =14- -^ -I- - * 1 , 

in den negativen Gliedern stimmen sie iiberein, in den positiven gel 

die zweite um die Glieder von bis , deren Anzahl 

ist, weiter; folglich ist 



"" " (Sit + l)*^ (2 + 3)^ ^ (4n-l)* 
yerkleinert man die rechte Seite dadurch, daB man alle Glieder einze 
durch ersetzt, so ergibt sich, daB 

1 V 

, n n * 

S * n ~~ S * n (Mf iT' 

wegen <p < 1 wachst aber ri*--* mit n tiber jede noch so groJ 
Zahl hinaus, und da S 2n eine bestimmte Grenze hat, so wird s's n no 
-wrendig uber jedes MaB groB. Die umgeordnete Reihe ist also diverger 

4. Unendliche Prodttkte. 
35. Begriff der Kouvergenz und Divergenz. Wie d 

.Addition, so kann auch die Multiplikation wegen ihres kommutativc 
Charakters auf beliebig viele, also aueh auf unbeschrankt viele Zahl* 
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mgewendet werden. Einem solchen itnendliclien Produli*) gegeniiber 
antsteht wieder die Frage, wann es eine bestimmte Zahl darstellt. 

A us der unbegrenzt fortsetzbaren Folge positiver Zahlen a L , a, 
3? - - werde nach der Yorsehrift 

Pi - i 

P-2 = a -2Pi 

A - 



eine neiie Folge p l9 p^ p s , ., kurz (jpj, gebildet. 

1st diese neue Folge konvergent, ohne jedoch eine Elementar- 
reihe zu sein, so daB also ihre Grrenze eine von NuU verscliiedene Zahl p 
1st, so bezeichnet man das unendliehe Produkt 

QC 

Oiflsag..., kurz /7a /t , (2) 

i 

ebenfalls als Convergent und p =* lim^ tt als seine Grrenze, seinen 



In jedem andern Fall heifit das Produkt divergent. 

Wenn vorausgesetzt wurde, daB alle Faktoren positiv seien ? so 
hat dies in folgender Erwagung seinen Grrund. Negative Faktoren 
diirffcen nur in beschrankter Anzahl vorhanden sein ? weil nur dann 
das Produkt ein "bestimmtes Vorzeichen erhalt; hat man dieses einmal 
bestimmt, so kommt es nur mehr auf den absoluten Wert des Pro- 
duktes an. 

Es kann auf den ersten Blick befremden, daB man die Grenze 
Null bei der Konvergenz ausschliefit und Produkte mit dieser Grenze 
zu den diyergenten zahlt. Halt man. daran fest, daB keiner der 
Paktoren a n Null sein soil, so weist ein gegen Null konvergierendes 
Produkt die Anomalie auf, den Wert Null zu haben, ohne daB einer 
der Faktoren Null ist. Dies der Grund, warum solche Produkte zu 
den divergenten gezahlt werden. 

Die attgemeine Bedingimg fur die Konvergenz des Produktes 
ist identisch mit der Bedingung fur die Konvergenz der Zahlenfolge (_p n ), 
(25) 7 mit dem Zusatze, daB p n nicht beliebig klein werden darf; sie 
laBt sich also durch die Ansatze ausdrticken: 



die erste Ungleichung muB bei gegebenem s fur ein hinreichend 
gi-oBes n bei jedem r stattfinden; in der zweiten bedeutet g eine 



1) Unendliehe Produkte sind fast gleichzeitig mit den unendlichen Reihen 
in der Literatur aufgetreten; das erste unendliehe Produkt findet sich (1593) 
bei F. Yieta. 

Ozuber, H<5here Matkematik. 4 
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positive Zahl. Unabhangig von dieser kann man (3) durcli die einzige 
Forderung 

- 1 ! < s (3*) 



ersetzen. 

Auf den Fall r = 1 angewendet fiihrt dies zu dem Ansatze 

,a - + 1 -i:<0, (4) 

welcher besagt, da6 die Faktoren eines konvergenten Produkts schlieB- 
lich um beliebig wenig von der Einheit, dem Modnl der Multipli- 
kation, verschieden sind, analog wie sich die Glieder einer konvergenten 
Reihe schlieBlicli beliebig wenig von Null, dem Modul der Addition, 
unterscheiden. 

Schreibt man, von der Beziehung (4) Gebrauch machend, die Fak- 

cc 

toren a n in der Form 1 + n , das Produkt also in der Form JJ(l + a n ) f 

so driickt sich minmehr die zur Konvergenz notwendige Bedingnng 
dahin aus, daB die Zahlenfolge et 1? <x 2 , cc 3y eine Elementarreihe r 
d. L limcc n =0 sein musse; hinreichend aber ist diese Bedingung 

n oc 

nicht Die Bedingung (3*) stellt sich jetzt in der Form 

O-i|<fi (3**) 

! J 

7i + r 

dar? J?Z(1 + ,,") nennt man ein Restprodukt. fur r oc wird es zu 

a-J-l 

dem Restprodukt, das zum Partialprodukt p n gehort. 

00 

Ein unendliches Produkt JJ(1 + cc n ) fiihrt zu der unendlichen 



Reihe ^logfl + aj der Logarithmen seiner Faktoren; Konvergenz 

oder Divergenz des einen Gebildes zieht notwendig die analoge Eigen- 
schaffc des andern nach sich. 

36. Konvergenzkriterien. Sind in dem Produkt JJ(1 + cc n ) 
alle cc n > ; so sind alle Faktoren unechte Brtiche, der Wert des 
Produkts, wenn es konvergiert, wird selbst auch > 1 sein, im andern 
Fall ist er unendlich. 

Sind alle cc n < 0, also alle Faktoren eehte Brtiche, so wird bei 
einem konvergenten Produkt dessen Wert selbst auch < 1 sein; im 
andern Falle ist er Null. 

Gibt es positive und negative a n in unbegrenzter Anzahl, so kann 
jeder der unterschiedenen Falle eintreten. 
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Naheres hiertiber leliren die folgenden Satze: 

1C 

1. Sind alle a n > 0, so ist das Produld fj(\ -f a n ] Convergent, 

i 

30 

cenn die Reihe J5f a n Jconvergiert, und seine Grenze dann unabliangig 

i 

-on der J/<<//v7//. //,,// der Faktoren; liinyegen divtryent und sent Wert ^, 
venn die Eeilie divergiert. 

Aus der Enfrwicklung des Restprodukts 

n+r 

fl(l + O - 1 + -+1 + a , + - - - + u^ r + S , 

n+l 

YOrin 8 die Summe der Produkte der a zu zweien, dreien, - - ver- 
ritt ; geht hervor, daB 



,, i+1 - + t 

n+l 

co 

st nun die Reihe ^ cc n divergent, so kann die rechtsstehende Summe 

i 

lurch Wahl von n und r beliebig grofi gemacht werden ; die Be- 
iingung (3**) ist also niclit erf Gilt; da ferner p n mit n w'achst, so 
st p = oo . 

Ist jbingegen ^a n konvergent, so kann zu dem positiven echten 
3rueh q ein hinreichend grofies n derart bestimmt werden, daB bei 
>eliebigem r 

a + i+ II +s+--- + T , <2 

iei; das hat zur Folge, daB fur die in S enthaltenen Produktsummen 
?2> $3? ' m ' $ r von 2 ; 3 ? r Faktoren folgende Beziehungen bestehen. 



veil die Potenzen auBer den gedachten Produktsummen noch andere 
>ositive Glieder umfassen. Demnach ist jetzt 



vahlt man also q derart, daB -- -^ < s, wozu notig ist, daB q < - 
jenommen werde ; so wird auch 

n + r 



lie Konvergenzbedingung ist also tatsachlich erfiillt. 

4* 
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Da die konvergente Reihe aus den Logarithrnen der Faktoren, 

X 

J^log (1 -t- ), im gegenwartigen Falle aus lauter positiven Gliedern 

besteht und darum unbeclingt konvergent ist, so gilt die gleiche 
Aussage fiir das Produkt; es kommt ihm die kommutative Eigen- 
schaft des endlichen Produkts zu. 

X 

2. Sind alle cc n > ; so ist das Prodiikt JJ(l J Convergent, 

X 

wenn die Eeihe ^a n konvergiert, und seine Grrenze dann undbMngig 

von der Anordmmg der Faltioren; Mngegen divergent und sein Wert 
Null, wenn die Eeihe divergiert. 

i a 2 x 
Wegen 1 - , - yr^f- < j^r ist auch 

^^ "^ 



divergiert nun ^ n? so wachst derNenner rechts iiber jeden Betrag, 
folglieh wird p n mit wachsendem n beliebig klein, also ist p = limp n = Q. 

n = 00 

Mit den vorhin benutzten Bezeichnungen ist jetzt das entwickelte 
Restprodukt 

J7(l-,)- 1 -(^ + l + . + S + --'+. + r)+^~S+--- + 
n + l 

und wenn ^cc n konvergiert, kann n so gewahlt werden, ^ 
a *+i + a +a + - + ^n+r < ^? < 1 ist; dann wird aber 



wenn ^ < , genominen wird. Die Konvergenzbedingung fur 

^(1 a n ) ist also erfullt; die Unabhangigkeit des Wertes von der 

Anordnung der Faktoren ergibt sich durch. denselben Schlufi wie vorhin. 

3. Sind die a n teils positiv, teils negativ, beides in unbeschrankter 

QO 

AnsaM, so ist das Produkt 21(1 + aj Convergent und sein Wert un- 

to 
alMngig von der Anordnung der Faktoren, wenn die Eeihe ^cc n un- 

00 * 

bedingt, d. h. vermoge der Konvergent von J^jaJ, Jconvergiert. 

Das Partialprodukt p n wird jetzt zum Teil aus Faktoren von der 
Form 1 + cf 4 , zum Teil aus Faktoren der Form 1 ccj bestehen; ihre 
Anzanlen seien n' 9 n", ihre Produkte p' n ,, p'^ dann ist 
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Weil nun bei der vorausgesetzten Konvergenz von J5" a n die beideia 
^^ undj^o, konvergent sind (31), so streben ^v, $ bestimmten 
ron der Faktorenanordnung unabhangigen Grenzen p' 9 //' zu ? daher 
>esitzt auch p n eine von der Reihenfolge der Faktoren unabhangige 
jrenze p, namlich p p ' p ". 

AnmerJiung. Bei bloB bedingter Konvergenz der Reihe ^a a 
cann das Produkt JJ(1 + a r ) konvergent oder divergent sein; doch 
st Konvergenz aus der bloBen Konvergenz von ]?a n nicht zu er- 
ichlieBen; findet sie aber wirklich. statt, so ist sie auch eine bedingte 
n dem Sinne, daB der Wert des Produktes von der Anordnung der 
Faktoren abhangt und durch deren entsprechende Regelung jeder be- 
iebig angenommenen Zahl gleich gemacht werden kann. Auf solcbe 
^rodukte soil nier nicbt eingegangen werden. 

37. Beispiele. 1. Das Produkt 

_/7(i + * 2 *) - (i + 1) (i + jtj a + ^ . . . 

st konvergent, wenn die Reihe 



[onvergiert; vergleicnt man sie mit der geometrischen Reihe k -f i 2 
|- fc 8 + & 4 + . . ., die bei 7: j < 1 konvergent ist 7 so ei*kennt man 

30, 1.), daB unter der gleichen Voraussetzung auch 2^' 2 un( ^ so " 
nit auch das vorgelegte Produkt konvergiert. 
Das PartialproduktM 



a + 1 1 I'** + - 1 

. i + j, + # + . . . + & -'= 1 l ~; 

:onvergiert denn auch tatsachMch, wenn | ~k < 1 ? gegen die Grrenze 



2. Die Produkte 



1) Yon der Eichtigkeit der Entwicklung iiberzeugt man sich durch die 
kwagung, daB n + 1 Binome tatsachlich ein Produkt aus 2 71 "*" 1 Gliedern geben, 
renn, vie hier, Reduktionen ausgeschlossen sind. 
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%1 
.sind divergent, weil es die Reihe J^f-- ist: das erste divergiert gegen 

oo ; das .zweite gegen (vorausgesetzt, daB I' > 0). 
Das Produkt 



hingegen ist konvergent: die Aussage kann aber nicht durch den 

* t r, w ~ :1 /, 
Hinweis auf die Konvergeuz der Reihe S ( - -- - - - begriindet werden, 

well diese zu konvergieren aufhort, wenn man den Zeichen wech.se! 
aufhebt. FaBt man aber die Faktoren zusammen, so kommt man zu 
dern Produkt 



das konvergent ist, weil die Reihe - + ^7 + -. + konver- 
giert (30: 27, 3). 

3. Das Produkt -- ~ .- - * ) lautet in der normalen Form 

5s 4 4 o b b 



Die Reihe 9 -- + i y + * ist wohl konvergent nach 33 ? tort 
aber auf es zu sein ? wenn man den Zeichenweehsel aufhebt, denn die 
Divergeuz von 1 + ^+^"!"*'* ^ a ^ a^ch die Divergenz von - + -j 

1 122 

+ -g + - und von + - + ~ + zur Folge. FaBt man jedoch 
die Faktoren paarweise zusammen, so entsteht das gleichwertige Produkt 



und dieses konvergiert, weil die Reihe ~ + 5 ^ + F~T + 

J. * tL 4 * O O 'as 

vergent ist (28, I, 1.); erst hieraus ergibt sich die Konvergenz des 
obigen Produkts. 

4. Das Produkt y - il . J| . . . ufa sidl auf die Form bringen: 



in der man seine Divergenz sogleich erkennt aus der bekannten Di- 
vergenz von J^ (3O, 2.). 



1) Dieses Produkt, dessen Wert die ZaH ist, hat J. Wallis (1655) als 

3C 

erster aufgestellt und auch schon seine Eonvergenz bewiesen. 
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5. Das Produkt 



st divergent, wiewohl die Reihe 1 '-*- -f I/ A __ I/. 1 + 1 '' 1 . . . 
s:onvergiert (bedingt); man erkennt dies naeh paarweiser Zusammen- 
? assung der Faktoren an der Divergenz der Reihe * + ~ -f X -j ---- . 

L O 4: 



HI. Abschnitt. 

Der Funktioasbegriff. 

1. Funktionen einer und mehrerer Variablen. 

38. G-rundvorsteUungen, auf welchen der Funktions- 
jegriff beruht. Mit der Einfiihrung der SucJistaben als Zeichen fiir 
Zalilen war einer der bedeutsamsten Schritte in der Entwicklung der 
Vlathematik getan. 

Bei einem arithmetischen Ausdruck, dessen Elemente besondere 
5ahlen sind, ist das Interesse auf die Ausfuhrung der vorgeschriebenen 
iecbenoperationen gerichtet nnd mit der Auffindung des Resultates 
?rscli6pft. 

Sind hingegen die Rechenelemente durch Buehstaben Tertreten, 
lann wendet sich das Interesse der Zusammensetzung des Ausdrucks 
lurch Rechenoperationen zn ? und es treten neue Yorstellungen auf: 
lie Vorstellungen der Veranderlichkeit, der Abhangigkeit ? der Zu- 
>rdnung. 

Indem man sich denkt, daB einzelnen oder alien durch Buch- 
staben yertretenen Rechenelementen andere und wieder andere Werte 
irteilt werden, kommt man von dem Begriff der festen Zahl zur Vor- 
itellung der veranderlichen GroBe oder der Tariablen. 

Das Resultat, der Wert des Ausdrucks, wird dabei im allgemeinen 
inch jedesmal ein anderes, es erh'alt auch den Charakter der VariabiliM. 

Es ist erst dann bestimmt, wenn man den variabel gedachten 
Rechenelementen bestimmte Werte beigelegt hat, es ist also von 
liesen Werten dbhangig. 

Der Ausdruck wird mit einem Male zu einem Gegenstand der 
Jntersuchungj indem man der Zuordnung zwischen den Werten, der 
r ariablen Reehenelemente und dem Werte des Ausdrucks seine Auf- 
nerksamkeit zuwendet. 

Die Vorstellungen der Variabilitat, der Abhangigkeit und der 
iuordnung bilden die Grundlage des Funktionsbegriffs* der die gauze 
ilathematik beherrscht. Durch seine Schaffung ist sie fahig geworden, 




Qt) JJer JdUnKIlunsutJgrill. JL. j? luij^iauiieii CI.UCJL uiiu LLICJUJ-CICX Y anauieu. 

dem Wecbsel der Erscbeinungen, die uns urngeben, zu folgen. War, 
so lange roan nur mit festen Zablen operierte, nur die matbematiscbe 
Bescbreibung einzelner Zustande moglicb, so setzt uns der Funktions- 
begriff in den Stand, den ganzen Verlauf einer Erscbeinung matbe- 
mathisch zu fassen. 

In seiner einfachsten Fonn trat der Fimktionsbegriff auf, als 
Fermat und Descartes die Metbode der aritlimetisclieu Behandlung 
geometriseber Linien einftibrten. Durcb die 
Beziehung einer gesetzmafiig erzeugten Linie 
auf ein recbtwinkliges Koordinaten system 
XO T, Fig. 7, ist jedem ihrer Punkte, wie M, 
ein ZaUenpaar x, y zugeordnet ; x die MaBzah.1 
der Alssisse OP, y die MaBzail der Ordinate 
OQ beziiglich einer festgesetzten Langenein- 
Jieit OE. 

Sobald x als veranderlich angesehen wird^ 
nimmt auch y den Charakter der Variabilitat an ; und der Wert von y 
ist abhangig von dem Werte des x; die Kurve vermittelt die Zu- 
ordnung der Werte yon x und y. 

Was die Linie geometrisch leistet, kann eine Gldclmng zwischert 
x und y arithmetiscli bewirken; erteilt man in ihr dem x nacb. und 
nacli verschiedene Werte, so liefert die Auflosung der Gleichung die 
zugeordneten Werte von y. 

Dem Anscbeine nach w'are die geometrische Darstellung de& 
Zusammenhangs der aritbmetischen uberlegen, weil sie sozusagem 
mit einem Scblag den ganzen Verlauf der Zuordnung tiberblicken 
lafit. Aber selbst abgeseben davon, dafi alles Anscliauliclie nur ein 
angenaliertes Bild des innerlicb Gedacliten zu geben imstande ist, wird 
sicb bald die Uberlegenheit der aritbmetiscben Darstellung in alien 
Belangen herausstellen. 

39. Punktionen einer Variablen. I. Es sei f(x) ein durch 
arithmetiscbe Operationen gebildeter Ausdruck, der aufier festen oder 
festzusetzenden Zablen Konstanten die Variable x entb'alt; sein 
von x abhangiger Wert beiBe y\ dann drtickt der Ansatz 

9-f(*) (1) 

die Zuordnung zwiscben x und y aus. Man nennt y eine Funktion 1 ) 

1) Das erste Anffcreten des Wortes functio in der Bedentung der Abbangig- 
keit, allerdings nocii in geometrischem Sinne, ist bei Leibniz (1692) nach- 
gewiesen. Die erste Definition im lieutigen Sinne gab (1718) Jo ban n BernoullL 
Er erkannte auch schon die Notwendigkeit allgemeiner Funktionsbezeichnungen^ 
und vor Mitte des 18. Jahrhunderts wurden solcne fast gleichzeitig (1736) YOU 
Clairaut und (1740) von L. Euler yorgeschlagen; von letzterem stammt die 
typisch gewordene Schreibweise f(x}. 
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-on x, und insbesondere eine Funktion der reellen Yariallen :c, wenn 
nan dieser nur reelle Werte anzunehmen gestattet; welters eine reelh 
Function dieser Variablen, wenn sie nur reelle "Werte annimtnt, oder 
rain man nur solche zulaBt; ferner eine eindeutige Funliion, wenn 
mr eindeutige Operationen in dem Ausdruck vertreten sind oder im 
indern Falle eine solche Festsetzung getroffen ist, daB zu jedem foder 
edem zulassigen) Werte von x nur tin Wert von y gehort. 

Den Inbegriff der Werte, welche der Variablen x anzunehmen 
restattet sind, nennt man ihren Bereich oder ihr Gebiet. Sind es alle 
reellen Werte von a angefangen bis zu dem groBeren l>, so nennt 
nan x stetig variabel in dem abgeschlossenen Intervall (a, V), in Zeichen: 
% <J x <5 6; bei AusschluB der Werte a, ~b schreibt man a < x < & und 
aennt das Intervall ein nicld abgesclilossenes. Gibt es fur x einen 
deinsten Wert a, aber keinen groBten, so deutet man das Intervall 
lurch (a, oc) an; gibt es einen groBten Wert I, aber keinen (alge- 
araisch) kleinsten, so schreibt man das Intervall ( oc, 1); gibt es 
sveder einen groBten, noch einen kleinsten Wert, so nennt man x 
nnbeschrdnkt variabel und notiert das Intervall mit ( oc, 09). 

1st x nicht ailer, sondern nur bestimmt qualifizierter Werte 
Fahig, so heiBt es eine unstetige Variable. Durch die Aussage, n be- 
deute eine ganze Zahl, ist n als unstetige Variable definiert, deren 
Bereich die Reihe der positiven und negativen ganzen Zahlen ist; 
ebenso ist x eine unstetige Variable, wenn vorgeschrieben ist, daB es 
etwa nur alle rationalen oder alle irrationalen Zahlen innerhalb ge- 
wisser Grenzen oder ohne weitere Beschrankung als Wert annehmen 
durfe. 

Die folgenden Beispiele werden zur Klarung und Festigung der 
vorstehenden Begriffe beitragen. 

1. 2/ = 3# 2 2x + 1 ist eine von Natur aus eindeutige reelle 
Funktion der reellen Variablen x in dem Bereich ( oo, oo). 

2. y = 1/1 x* ist mit der Festsetzung, daB der positive Wert 
der Wurzel zu nehmen sei, eine eindeutige Funktion, eine reelle nur 
dann, wenn man die Variable x auf das abgeschlossene Intervall ( 1,1) 
beschrankt; aufierhalb desselben wird y imaginar. 

3 m y = 1 ist bei derselben Festsetzung eine eindeutige Funk- 

y'l # 2 

tion-, aber die Variable muB hier auf das nicht abgeschlossene Inter- 
vall 1 < x < 1 beschrankt werden, weil als Divisor nicht zu- 
lassig ist. 

4. y =~\/x ist bei Beschrankung auf positive Werte der Wurzel 
eindeutige reelle Funktion in dem Intervall <! x < oo. 

5. y = -4=i ist bei der gleichen Beschrankung eine ebensolche 

I/a; 
Funktion, aber nur in dem Bereich < x < oo. 



6. P=>z! ist eine Funktion der unstetigen Variablen w, cleren 
Gebiet die Reihe der natiirlichen Zahlen ist. 

II Der Funktionsbegriff in der eben erorterten Form, geknupft 
an das Vorhandensein eines arithmetischen, die Variable x enthaltenden 
Ausdrueks, war lange Zeit hindurch herrschend, nachdem ihn Euler 
zur Grundlage einer Fimktionentheorie gemacht hatte. Die weitere 
Entwicklung der Mathematik nnd ihre fortschreitende Anwendung auf 
die Darstellung der Naturerscheinungen veranlaBte aber eine Er- 
weiterung, die von der Existenz eines arithmetischen Ausdrucks ab- 
sieht and das Hauptgewicht Jegt auf den Gedanken der Zuordmmg. 
So hat denn Dirichlet in der allgemeinsten Weise y als eine Funktion 
von x in dem> Interval! (a,b) definiert, ivenn jedem Werte von x aus 
diesem Intervall ein und nnr ein bestimmter Wert von y gugeordnet> ist. 

Benutzt man als srmbolischen Ausdruck dieser Definition auch 
wieder den Ansatz (1), so besteht der Unterschied in der Deutung 
dieses Ansatzes in folgendem: Friilier yeiirat das Funktionsseictien f 
einen bestimmten Komplex von Rechenoperationen, die unter Einbe- 
ziehung von x ausgefuhrt werden ; jetzt vertritt es ein Zuordnungs- 
gesetz^ denn nur ein Gesetz ist imstande, die Gesamtheit der Zuord- 
nungen zn regeln. 

Unter diesen allgemeinen Fnnktionsbegriff fallen niclit bloB die 
arithmetisch definierten Funktionen unter I, sondern auch Funktionen, 
die abteilungsweise durch verscliiedene arithmetische Ausdriicke ge- 
geben sind; es fallen darunter ferner die trigonometriscJien FunJdionen 
auf Grund ihrer geometrischen Erklarung, wiewohl diese noch keine 
Rechenvorschrift an die Hand gibt, nach der zu einern beliebigen 
Winkel der Sinus, Kosinus usw. berecJmet werden kann. * 

Die Frage, ob jedem Zuordnungsgesetz auch eine arithmetische 
oder allgemeiner eine analytische Darstellung entspricht, lafit eine ab- 
schlieBende Antwort nicht zu; man kann nur darauf hinweisen, daB 
es gelungen ist, auch sehr komplizierte Zuordnungen analytisch aus- 
zudriicken. 

Wahrend bei einer durch einen Ausdruck gegebenen Funktion 
der Bereich der Variablen x aus dem Bau dieses Ausdrucks zu er- 
schliefien ist, wird bei allgemeineren Definitionen zumeist der Bereich 
vorher bezeichnet, fur den die Definition gelten soil. 

Zur naheren Erlauterang folgen wieder einige Beispiele. 

1. In dem Intervall 1 <T x <C 1 sei f(x) durch folgende Fest- 
setzungen definiert: 

f(x) = | + 1, so lange 1 <C x ^ 

f(x) g + 1, so lange <# <; 1. 

Wir haben es hier nait einer abschnittweise arithmetisch definierten 
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mktion zu tun, die auBerhalb des Intervalls ( 1,1) nicht existiert: 
g.8. 

2. Unter sgn x (lies ,,signum x ic ) soil jene Funktion verstanden 
*rden, die fur jedes negative x 1 } den Wert 1, fur jedes positive 
den Wert 1, fur x = den Wert hat, so daB also 

J 1 fur 30 < sc < 
sgn x = x = 

1 < x < ^. 




0\ 



Ihr Bild, Fig. 9, besteht aus zwei zu X'X parallelen Geraden, 
e beliebig nahe, aber nicht bis an YY herantreten, und aus dem 
unkte 0. 

Die Funktion gestattet eine analytische Darstellung, sobald man 
3n Grenzbegriff in einer Funktionserklarung zulaBt; so ist z. B. 

nsc 

scrn x = lim , 

n = oo T/l 4-n*x- 

enn die Wurzel mit ihrem absoluten Wert genommen wird; in der 
at, mit bestandig wachsendem n nahert sich der Nenner der Zahl 
%x , der Bruch also der Zahl 1 oder 1, je nachdem der Wert von 
negativ oder positiv ist; fur x = wird aber der Ausdruck 0'. 

3. In dem unbeschrankten Gebiet der reellen Zahlen sei f(x) der- 
rt festgesetzt, daB es fur jeden rationalen Wert von x Null und fiir 
sden irrationalen Wert 1 sein soil. Von dieser Funktion laBt sich 
in vollig zutrefiendes anschauliches Bild nicht geben, weil sich nicht 
berblieken laBt, zu welchen Punkten einer Geraden nach Annahme 
es Nullpunktes und der Einheitsstrecke rationale, zu welchen irratio- 
ale Zahlen gehoren; das augenfallige Bild besteht aus der Achse X'X 
nd aus einer zu ihr parallelen Geraden im Abstande 1. Hingegen 
ifit sich die Funktion trotz ihrer koinplizierten Natur bei Zuziehung 
es Grenzbegriffs analytisch darstellen, so beispielsweise durch 

f (x) = lim sgn(sin 2 A-!^o;); 

/t = oo 

enn, ist x rational, so wird Jcl in seinem Wachstum schliefilieh immer 
o groB werden, daB yfc!# eine ganze Zahl, klitx also ein Vielfaches 

1) Abgekiirzte Ausdmcksweise fiir ,,jeden negativen Wert von # u . 




60 Der Function sbegnft. 1. J'unKtionen emer una menrerer v ai-muiea.. 

YOB st wird und bleibt, Trenn Jc noch weiter zunimmt; sgn ist aber 
0; bei irrationalem x tritt aber dieser Fall nie ein, sin Tt \vt x behalt 
immer einen von Null verscbiedenen, das Quadrat einen positiven 
Wert, dessen sgn-Wert 1 ist. 

4. In dem Intervall 1 < x ^ 1 sei 
f(x) durcb | x \ definiert. Das geometriscbe 
Bild dieser Funktion besteht in den begrenzten 
Schenkeln eines rechten Winkels, Fig. 10. Mit 
Hilfe von sgn x kann diese Funktion auch. durch 

f(x) = x sgn x, 1 <; x <? 1 

dargestellt werden. 

5. Die durch das Potenzsymbol a x ausgedrtickte Zahl kann nur 
dann eine durchwegs reelle Funktion darstellen, wenn a > ist. Fur 
ganze Werte von x ergibt sich die Eindeutigkeit aus dem primaren 
Potenzbegriff; fur gebrochene x ist a x durcb den erweiterten Potenz- 
begriff fl6) bestimmt und eindeutig, sofern man den einzigen posi- 
tiven Wert der Wurzel meint. Ist endlich x eine irrationale Zabl 
und (# , x l7 %, - ) eine sie definierende Fuudamentalreibe, so ist 
auch (a x o, a'i 9 a**., . . .) eine Fundamentalreibe 1 ), und unter a x soil die 
ihr zugeordnete Zahl verstanden sein. 

Mit diesen Festsetzungen ist also f(x) = a x eine eindeutige reelle 
Funktion von x und wird Exponentialfmiktion genannt. 

III. Die angewandten Gebiete ftibren zu empirisctien Funktions- 
bestiinmungen, die aber nicbt als Funktionsdefinitionen in dem bis- 
herigen strengen Sinne gelten konnen. So feh.lt es einer graphisch, 
durch einen Linienzug gegebenen Funktion an der notwendigen Be- 
stimmtJieit, indem die zu einer scharf bestimmten Abszisse gehorige 
Ordinate innerhalb gewisser Grenzen unbestimmt bleibt; statt einer 
Funktion ist ein Funktionsstreifen gegeben. Einer tabellarisch, durch 
eine AusTvabl zugeordneter Wertepaare, dargestellten Funktion mangelt 

1) Urn dies zu erweisen, machen wir die bestimmte Annahme, es sei a > 1 
und die FuDdamentalreihe (x^ monoton zunehinend. Alsdann lafit sick n ohne 
Riicksicht auf p so wahlen, dafi * n+ ^ rt <-|i w <>bei v eine beliebig gi-oBe 
naturliche Zahl bedeutet; daraus folgt fur solche n die Beziehung 



"(a*-l). 

Aus der fur positive $ geltenden Relation (28) (1 + cT/ > i + v ergibt sich aber 
(1 + vti)v < 1 -f <J; ersetzt man hier 1 -f v8 durch a, so koramt man zu der Be- 
ziehung ^ l < a ~~ 1 1 m it welcher schliefilich a n +P a** 1 < a* n y"" 1 wird- 

V y ' 

daraus geht aber hervor, daB tatsaehlich a n+ *> -, a n durch Wahl von beHebig 
klein gemacht werden kann. 
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i Vollstandigkeit, indem fur andere als die in der Tafel vorkommenden 
eine Angabe nicht vorliegt. 

Wenn hingegen von einer analytisch erklarten Funktion ein 
iphisches Bild angefertigt wird, so geschieht es ; um von ihrem 
nzen Verlauf eine Vorstellung zu geben. Und wird von einer arith- 
jtisch definierten Funktion eine Tabelle entworfen, so hat dies den 
reck, haufig auftretende Rechnungen mit speziellen Werten der 
Lnktion zu erleichtem; eine solche Tabelle enthalt tibrigens zumeist 
ihi strenge, sondern innerhalb vorgezeichneter Grenzen angenaherte 
inktionswerte. 

4=O. Funktionen zweier und mehrerer Variablen.. I. Es seien 
y zwei von einander unabhangige reelle stetige Variablen; durch 
s Wort ?? unabhangig" soil gesagt sein, daB der einzelne Wert, den 
in einer von ihnen beilegt, nicht beeinfiuBt ist von dem Wert, den 
m der andern erteilt hat. Der Inbegriff aller Wertverbindungen, 
ren x, y f ahig sein sollen, bildet den Bertick oder das Gebiet dieser 
iden Variablen; eine einzelne dieser Wertverbindungen, x y, soil als 
mkt oder Stelle des Bereiches bezeichnet werden. 

Diese Ausdrucksweise erhalt eine anschauliche Grundlage, wenn 
in x, y als Abszisse und Ordinate eines Punktes M, bezogen auf 
i rechtwinkliges Koordinatensystem XOY, Fig. 11 ? auffaBt. Der 
jreich ist dann durch einen bestimmt umschriebenen Teil der Ebene 
er auch durch die unbegrenzte Ebene selbst dargestellt; in letzterem 
ille heiBen die Variablen x, y unbesehrankt veranderlich. Man be- 
hte, daB bei einem endlichen Bereich, der 
ispielsweise durch eine stets nach auBen 
iwolbte Linie JT begrenzt ist, wohl das In- 
*vall der Werte x (bzw. y) abhangt von dem 
weiligen Werte von y (bzw. x), nicht aber 
T einzelne Wert. Ist insbesondere das Ge- 
et durch ein nach den Achsen orientiertes 
echteck ABOD dargestellt, so sind die Werte 
>n x und von y je an ein festes Inter vail ge- Ig * 

inden. Das durch JTbegrenzte Gebiet umschlieBt das Gebiet ABCD, 
3nn kein Punkt des letzteren aufierhalb des ersteren liegt. Das 
ibiet heiBt ein abgeschlossenes, wenn der Rand zum Gebiet gehort, 
^gegen ein nicht abgeschlossenes, wenn man ihm nur beliebig nahe 
)mmen kann. 

Wenn jedem PunJcte eines Bereichs von x, y eine lestimmte reelle 
ahl nacJi irgend einem Gesetee zugeordnet ist, so nennt man 2 eine 
elle Funktion der Variablen x, y und driickt diesen Sachverhalt syni- 
>lisch durch den Ansatz aus: 
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Die wichtigste Definitionsform besteht wie bei Funktionen einer 
Variablen darin, daB z durcli einen arithraetisclien Ausdruck mit x, 
y als Rechenelementen gegeben ist ? der entweder nur eindeutige Ope- 
rationen umfaBt, oder, wenn anders, durch entsprechende Festsetzungen 
zu einem eindentigen gestempelt ist. 

Wie bei Funktionen einer Yariablen gibt es auch hier eine geo- 
metrisclie Zuordnung der Werte von z zu den Wertpaaren x 9 y 9 und 
zwar durch eine gesetzmaBig erzeugte Fldche] indem man von einem 
Punkte dieser Flache ein Lot zur Ebene XO Y fallt, hat man in der 
relativen GroBe dieses Lotes die Darstellung von z und in seinem 
FuBpunkte die Darstellung von x\y. 

Zur Illustration mogen die folgenden Seispiele dienen. 

1. = 2# + 3/ - 1 ist von Natur aus eine eindeutige Funktion 
der un'besclirdn'kten Variablen x,y. 

2. z =* y 1 # 2 y* ist, sobald man die Wurzel als positiv fest- 
setzt, eine eindeutige reelle Funktion, jedoch nur in dem abgeschlossenen 
Bereich iz? 2 + y 2 < 1, d. h. im Innern und am K ancle einer Kreisfiache 
vom Radius 1 um den Ursprung als Mittelpunkt. 

3. z =L ist bei derselben Festsetzung eine eindeutige 

Vl-x*-y* * 

reelle Funktion in dem nicht abgeschlossenen Bereich # 2 + y* < 1 ; 
denn am Rande ware der Nenner Null. 

II. Es nnterliegt keiner prinzipiellen Schwierigkeit, den Funktions- 
begriff auf drei und rnehr unabhangige Variablen auszudehnen. 

Bei drei solchen Variablen, x, y } 2, ist noch die geometrische 
Veransehaulichung des Bereiches moglich, indem man a?, y, 8 als 
rechtwinklige Koordinaten eines Punktes M im Raume gelten lafit; 
der Bereich, d. i. der Inbegriff der Pnnkte, fur welche u als Funktion 
von x, y, definiert ist, in Zeiehen 

w-/'(a?,y,4 (3) 

hat dann den ganzen Raum oder einen begrenzten Teil desselben zum 
Reprasentanten. So ist u = 2x + 3/ + 4^ + 1 im ganzen Raume 
definiert, anders gesagt, fur die unbeschrankten Variablen x, y, & 
u = ]/l x* if ^ 2 dagegen als reelle Funktion nur far solche 
Punkte des Raumes oder solche Wertverbindungen, fur die y? + y 3 
+ 8* ^ 1, als eindeutige Funktion durch die Festsetzung, die Wurzel 

sei positiv zu nehmen: u = hat die genannten Eisren- 

yl # 2 y 2 ^ 2 

schaften in dem nicht abgeschlossenen Bereich x* + y* + z* < 1. 

Bei w>3 Variablen x iy x%, . . . x n hort die Moglichkeit einer 
geometrischen Veransehaulichung des Bereiches auf. Es hat sich aber 
als vorteilhaft fiir die Formulierung der Satze erwiesen, die geometrische 
Ausdrucksweise beizubehalten, von einer Wertverbindung x l \x% \ . . . I x 
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r Variablen als von einem Pmikte im M-dimensionalen liaume E it 

sprechen und zu sagen, w sei fur diesen ganzen Raum oder einen 

ij desselben als Funktion von x l9 x s , . . . x n definiert, in Zeichen: 

w = f(x 19 # 2 , . ..a:J, til 

xm jedem Punkte ein bestimmter Wert von w zugeordnet ist. 
ernach ist beispielsweise w =* x l + 2# 2 -f 3 j? 3 + 4# 4 -f 5 im ganzen 
. 20 = ]/l #? xl x\ %l, die Wurzel positiv genommen, nur 
jenem Teil definiert, in welchem xl + xl + xl + x\ <, 1 ist. 

41. Implizite Punktiouen. I An einer friiheren Stelle ist der 
ometrischen Zuordnung der Werte zweier Variablen x, ij durch eine 
irve die aritnmetische Zuordnung durch eine Gleicnung gegeniiber- 
stellt worden. Auf diesen letzteren Modus soil nun etwas naher 
igegangen werden. 

Es sei F(x,y) ein durch eindeutige arithmetische Operationen aus 
y gebildeter Ausdruck; durch ihn ist auf der ganzen Ebene oder 
lem Teile derselben eine Funktion der Variablen x, y definiert ; der 

asatz 

JPfe)-0 (5) 

mn als Forderung aufgefaBt werden, jene Stellen der Ebene zu be- 
immen, an welchen die genannte Funktion den Wert Null hat. Diese 
3stimmung kann in der Weise erfolgen, da6 man der einen Variablen^ 
B. %, einen leliebigen "Wert erteilt und pruft, welcher Wert von y 
m auf Grrund der Gleichung (5) zugeordnet ist. 

Findet man, dafi zu jedem Werte $ aus einem Inter vail a <I # <^ b 
der auch nur a < x < V) ein bestimmter reeller Wert von y gehort, 

ist durch (5) y in dem bezeichneten Interval! als Funktion von x 
sfiniert. Eine derart gegebene Funktion nennt man eine implizite 
inktion zurn TJnterschiede von der expliztten, wie sie in 39 an erster 
,elle erklart worden ist. 

Ist die Gleichung (5) in bezug auf y allgetnein, d. h. ohne Spe- 
alisierung des x auflosbar, so kann von der impliziten Definitions- 
rm F(x*y) zur expliziten y =- f(x) ubergegangen und unmittel- 
ir entschieden werden, ob und in welchem Bereiehe y als reelle 
anktion existiert. 

Formal steht nichts im Wege ? den Wert von y leliebig anzu- 
jhmen und auf Grund von (5) naeh dem zugeordneten Werte von 

zu fragen. Doch brauchen nicht beide Auffassungen zu wohl- 
jfinierten Funktionen zu fiihren. 

Die Variable, deren Werte man leliebig (eventueU unter Be- 
ihrankung auf ein Intervall) annimmt, nennt man die unablia>igige> 
e andere die abMngige. Abhangige Variable und Funktion sind 
so ad'aquate Begriffe. 

Zur Erlauterung mogen folgende B&ispide dienen. 
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42. Die elementaren Funktionen. Die Ausdrucksformen der 
elementaren Mathematik fuhren zu einer Reihe von Funktionen, mit 
denen sich schon ein weites Gebiet der reinen und der angewandtea 
Mathematikbeherrschen Ia8t;nian bezeichnet sie ahelementare Funktionen. 

Es ist iiblieh, die analytisch definierten Funktionen in zwei Klassen 
zu sondern: in die algebraiscJien und die transsendenten. 

I. Bei expliziter Darstellung versteht man unter einer algebraiscJien 
Funktion eine solehe, deren Ausdruck durcli eine begrenzte Anzahl 
auf die Variable angewendeter algebraiseher Operationen entstanden 
ist; unter algebraischen Operationen werden die vier Spezies und das 
Wurzelziehen verstanden. 

Sind nur Addition (mit EinsehluB der Subtraktion) und Multipli- 
kation (mit EinsehluB des Potenzierens) im Spiele, so spricht man 
von einer ganzen Funktion. Ihr Typus ist ein nach positiven Potenzen 
der Variablen x geordnetes Polynom mit reellen Koefftzienten : 

F(x) - a Q x* + a,x n - 1 + - - + a n : (8) 

die Zahl n nennt man den Grrad der Funktion. 

Tritt noch die Division hinzu derart, daB die Variable an der 
Bildung des Divisors teilnimmt, so heiBt die Funktion eine gebrocliene* 
Der Tjpus einer solchen besteht in einem Bruche, dessen Zahler und 
ISTenner ganze Fonktionen sind: 



sie heifit edit gebrochen, wenn m > n, unecht gebrochen, wenn m < n. 

Zwischen diesen beiden Funktionsgattungen besteht ein tiefgehen- 
der Unterschied; wahrend die ganzen Funktionen fur die unbeschrankte 
Variable definiert sind, versagt bei den gebrochenen Funktionen die 
Definition an alien jenen Stellen des reellen Zahlengebiets, aber auch 
nur an diesen, an welchen der Nenner Null -wird. 

Granze und gebrochene Funktionen werden unter dem Namen der 
rationalen FunMonen zusamniengefaBt. 

Erstreckt sich auf die Variable auch die Operation der Wurzel- 
ausziehung, so heiBt die Funktion irrational Eine typische Form 
dieser Funktionen gibt es nicht. Die Forderung der Realitat reicht 
nicht immer aus, die Eindeutigkeit der Funktion herbeizufuhren, unter 
Umstanden sind noch besondere Festsetzungen dazu notwendig. Der 
Bereich der Variablen muB aus dem Ban der Funktion erschlossen 
werden. 



Die Funktion 1^ beispielsweise ist eindeutig, wenn man das 

Vorzeichen der Wurzel festsetzt; sie ist definiert fur das ganze Gebiet 
der reellen Zahlen mit AusschluB des Intervalls 1 < x <. 1, inner- 
halb dessen ihr Wert imaginar ist. 

z uber, HOkere Mathematik. 5 
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Setzt man bei der Funktion yx ]/# die Quadratwurzeln als 
positiv fest, so 1st sie eindeutig und bestimmt in dem Intervall 
1 < x < oo. _ 

Bei dem Ausdruck T/ s g reicht die Forderung der Realitat 

J &" - Cb" 

allein aus, urn ihn als einwertige Funktion erscheinen zu lassen, die 
fur alle Werte yon x mit AusschluB von a und a bestimmt ist. 

Eine zweite Definition der algebraischen Funktionen greift iiber 
das Gebiet der elementaren Funktionen hinaus. Ihr zufolge wird y 
als algebraische Funktion von x erklart, wenn zugeordnete Werte bei- 
der Variablen einer algebmischen Gleichung genizgen. Die typische 
Form einer solchen Gleichung besteht darin, da6 eine Summe von 
Gliedern der Form ct^ v %' u y v , worin /*, v natiirliche und a^ v reelle 
Zahlen bedeuten, der Null gleichgesetzt ist. Die groBte Zahl ^ be- 
deutet den Grad der Gleichung in Bezug auf x, die groBte Zahl v den 
Grad in Bezug auf y, die groBte Summe p + v den Grad der Gleichung 
uberhaupt. Ordnet man eine solche Gleichung naeh Potenzen von y f 
so sind die Koeffizienten ganze Funktionen von x (und umgekehrt). 

Diese Definition umfafit alle Funktionen, die in der vorigen ent- 
halten waren, aufierdem aber auch noch hohere Funktionen. Ist v 1 
und der Koeffizient von y eine Konstante, so geht die ganze Funktion. 
hervor; hangt der Koeffizient von x ab, so ergibt sich y als gebrochene 
Funktion. Von da ab, d. L von v = 2 ab, wird y, sofern es uber- 
haupt reelle Bestimmungen zulafit, im allgemeinen eine irrationals 
Funktion, lafit sich aber, sobald v die Zahl 4 uberschreitet, von be- 
besonderen Fallen abgeseben, nicht mehr durch WurzelgroBen allein 
darstellen. 

Es definiert beispielsweise die algebraische Gleichung 

4rr 2 + ?>x - 2y + I = 
die ganze Funktion #= = 2# 2 + ~#-l- ;die Gleichung 



die unecht gebrochene Funktion y = x P" 4-6 ' ^^ e 
ax* + 2lxy + cf + 2fx + 2gy + li = 

die zweideutige Funktion y - 

die sich durch Sonderung der Yorzeichen in zwei eindeutige Zweige 
auflost; ihr Definitionsbereich ergibt sich aus der Bedingung^ 
(bx + g)* ^ c(ax* + 2fx + Ji). 

II. Alle Funktionen, die nicht unter die Definition der algebra- 
ischen fallen, heiBen transzendente Fmldionen. 
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Zu dieser Klasse, die sieh durch Angabe positiver Merkmale 
nicht umsclireiben laBt, liefert die Elementarmathematib nur wenige, 
dafur aber auBerordentlich wichtige Funktionsformen* Es sind das 
die aus geometrischen Definitionen hervorgehenden Kreis-, Winkel- 
oder trigonometrischen Funktionen sin x, cos x, tg x, cotg x, sec x y 
cosee#, die beiden ersten fur die unbeschrankte Variable, die dritte 
und funfte mit AusschluB der Stellen (2k + l)-j? die vierte und 

sechste mit AusschluB der Stellen Jen definiert, unter 7; eine beliebige 
positive oder negative ganze Zalil (JTull eingeschlossen) verstanden; 
dann die logarifhmische Function log a x und die mit ihr im Zusammen- 
hang stei^ende Exponentialfuriktion a x (39, II, 5), beide unter der Vor- 
aussetzung a > 0, die erste in dem Interval! < x < oc, die zweite 
fiir die unbeschrankte Variable definiert. Eine weitere Gruppe von 
Funktionen wird alsbald hinzukommen. 

43. Einige besondere Arten des Punktionsverlaufs. In- 
verse Punktionen. Einige Erscheinungen im Verlaufe von Funk- 
tionen, auf die haufig wird hinzuweisen sein, sollen schon hier ver- 
merkt werden. 

1. Die Funktion /(x) heifit in dem Interval! (a, 6) "konstant, wenn 
fur jede zwei Werte x' ' *^x" aus demselben /(^') *f(x") ist; es ist 
dann notwendig, fiir jeden Wert x aus (a, 6) f(x) = 7: ? wo "k eine be- 
stimmte Zahl bedeutet. 

2. Eine in dem Intervall (a, &) definierte Funktion heifit monoton, 
wennmita;' <rc // stets f(x) </(#") oder stets f(x}>f(x") verbunden 
ist. Im ersten Falle heifit die Funktion zunehmend, im zweiten Falle 
abnehmend. 

Die Beziehung zwischen x und y ~f(x) ist bei einer solchen 
Funktion ein-eindeutig, d. h. zu einem Wert von x gehort nur ein 
Wert von y und zu einem entsprechend gewahlten Werte von y nur 
ein Wert von x. Hiernach bildet auch x eine Funktion von y, in 
Zeiehen: x = <p(y}. 

Zwei Funktionen, die aus einer solchen ein-eindeutigen Zuord- 
nung zwischen x, y hervorgehen, indem man einmal x, ein zweitesnial 
y als die unabhangige Variable wahlt, heiBen inverse FunJctionen. 
Schreibt man diesen Sachverhalt in der Form an: 

y-f(x\ x = <p(y), (10) 

so geht daraus hervor, daB f\jp(y)\ = y u&d <p[/(x)] = x fur jedes 
zulassige y, bezw. x sein miisse; es kann also als analytisches Merk- 
mal dafiir, daB die durch f r <p angezeigten Funktionen invers seien, 
der Umstand angesehen werden, daB/[g?(^)] und <p[/(f)~\ gleichbe- 
deutend sind mit t. t 

Will man in der zu y =f(x) inversen Funktion x = q>(y) die UE- 
abhangige Variable wieder mit x, die abhangige mit y bezeichnen 

5* 



68 Ber Funktionsbegriff. 1. Funktionen einer ucd mehrerer Yariablen. 

und das geometrische Bild in deniselben Koordinatensjstem zur Dar- 
stellung bringen wie das Bild AS, Fig. 12, von /, so braucht man 

AB nur durch Spiegelung an der Linie OB, 
welche den Winkel XOY halbiert, zu trans- 
formieren; die neue Linie A 1 B 1 ist das Bild 
von y = q*(x). 

3. Eine in dem Intervall ( a, a) oder 
auch ( oo, oo) definierte Funktion heiBt 
eine gerade Funktion, wenn /"( x) ^ /"(#); 
^^ hingegen eine ungerade Funktion, wenn 

Die erste Eigenschaft kommt einer geraden Potenz von x zu, weil 
( a?)* 0^5 diezweite einer ungeraden Potenz, weil (x)* p+l = x**+ *; 
daher stammen die Benennungen. 

Aus der Groniometrie ist bekannt, dafi cos x eine gerade, sin x 
eine ungerade Funktion ist; denn cos ( x) = cos x, sin ( x) = smx. 

4. Eine Funktion f(x) der unbeschrankten Variablen, welche fur 
jede zwei Werte von x, die sich dem Betrage nach um p von einander 
unterscheiden, gleiche Werte annimmt, heiBt eine periodische Funktion, 
p ihre Periode. In Zeichen drucfct sich die Eigenschaft in dem 
Ansatz 




s, der fur jedes x gilt. Eine unmittelbare Folge davon ist, da8 aucli 



wo fc jede (positive und negative) ganze Zahl bedeuten kann. 

Unter den elementaren Funktionen sind es die trigonometrischen, 
die die Eigenschaft der Periodizitat besitzen, und zwar haben sin und 
cos (ebenso sec und cosec) die Periode 2#(360) ; tg und cotg die 
Periode #(180); denn es ist 

sin (x + 2Jca) = sin x } cos (x + 2 Jc if) = cos x, 
tg (x + 7s ?r) = tg x, cotg (x + Tex) cotg x. 

Eine periodische Funktion ist zur Umkehrung nicht unmittelbar 
geeignet ; weil die Zuordnung, in welcher x, y stehen, nicht ein-ein- 
deutig, sondern in dem einen Sinn ein- ; in dem andern unendlich 
vieldeutig ist; die Umkehrung ware demnach eine unendlich vieldeutige 
FunMon. Durch entsprechende Einschrankung kann man aber die 
Eindeutigkeit herbeifuhren. Dies wird am besten an der Umkehrung 
der trigonometrischen Funktionen zu zeigen sein ; die uns zu der bereits 
erwahnten weiteren Grruppe elementarer Funktionen fiihren wird. 

5. Man nennt die TTmkehrungen der trigonometrischen Funktionen 
syldometrisctie Funktion&n,. 
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a) sin x ist in dem Intervall ^^^^eine mono ton zunehmende 

Funktion, well hier rnit x < x" zugleich sin x' < sin x" stattfindet, 
und nimmt daselbst alle Werte an, deren der Sinus fahig ist. 

Die aus der Umkehrung dieses monotonen Abschnitts hervor- 
gehende Funktion wird 

arc sin x (12) 

geschrieben; ihre Werte liegen hiernach zwischen -^ und ~, 

EinschluB der Grrenzen, das Gebiet yon x ist ( 1, 1). 
Die vollstandige Umkehrung von sin x soil 

Arc sin x 



rait 



(13) 



T 

A 



geschrieben und (12) ihr Haupticert genannt werden. 
Aus den Beziehungen 

sin x = sin (2 ft + 1 yt x) = sin (2kzt + x) 

folgt: 

Arc sin x = vn ip arc sin x 

wo das obere Zeichen fiir ein ungerades, 
das untere fiir ein gerades v gilt. 

Fig. 13 bringt beide Funktionen in dem 
unter 2. erlauterten Sinne zur Anschauung; 
die sckwach gezogene Linie stellt den Ver- 
lauf von sin x, die stark gezogene den Ver- 
lauf von arc sin x dar. 

Es ist sin (arc sin f) = arc sin (sin f) = t. 

b) cos x ist in dem Interval!. <; x < ^ 
eine monoton abnehmende Funktion, weil 
hier x' < x" immer cos x' > cos #" nach 
sicb. zieht ; und nimmt daselbst alle Werte 
an, deren der Kosinus iiberhaupt fahig ist. 
Aus der Umkehrung dieses monotonen Ab- 
schnitts geht die Funktion 

arc cos x 



(14) 



- 



\ 



.- Jj 



o 



Pig. 13. 

(15) 
angehoren, wahrend 



hervor, deren Werte somit dem Intervall (0, 

x auf das Intervall ( 1 ? 1) angewiesen ist. Man nennt sie auch den 

Hauptwert der unendlich vieldeutigen Umkehrung des vollstandigen cos: 

Arc cos a?; (16) 

in Folge der Beziehung: cos x = cos (2&# x) ist 

Arc cos x = 2 Arse arc cos x. (17) 

Vgl. Fig. 14 
c) tg# ist in dem nicht abgeschlossenen Intervall 5- <x < -g- eine 
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monoton zunehmende Funktion und nimmt hier alle Werte an, deren 
sie iiberhaupt fahig ist. Durch Umkehrung dieses rnonotonen Ab- 
sclinitts entsteht di Funktion 

arc tg x, (18) 

der Hauptwert der vollstandigen Umkehrung 

Are tg x\ (19) 

zwischen beiden besteht wegen der Periodizitat von tg x die Be- 

ziehung: 

Arc tg x arc tg x + kx~ (20) 

Vgl. Fig. 15. 





Pig. 14. 



Fig. 15. 



Im Anschlusse an die Einfuhrung der zyklometrisclien Funktionen 
sollen einige wicttige Relationen zwischen ihnen festgehalten werden. 

Aus der Beziehung sin x cos fy x j folgt 



arc sin x + arc cos x = ; (21) 

da ferner tg x = cotg (^ x\ cotg x == 7 und beide Funktionen 
ungerad sind, so ist 

arc tg r + arc cotg x arc tg x + arc tg = y sgn x, (22) 

woraus sicli eine neue analytische Darstellung der Funktion sgn x 
(39, H ; 2.) ergibt: 

sgn x = fare tg x + arc tg V 

Den Beziehungen sin (x y) = sin x cos y cos x sin y, cos (^ t/) = 
cos x cos y :p sin x sin ?/ ; tg (x y) "-5 r^ ^ y zwischen dentrigono- 
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metrischen Funktionen entsprechen die folgenden Relationen zwisehen 
den zyklometrisclien : 

arc sin x + arc sin y = arc sin (x ]/l \j- y |/1 x~\ 
arc sin x + arc cos y = arc cos (ry :pl/l #- ]/l ?/ 2 j 
arc tg <r arc tg y = arc tg ^j?-|, 
die Wurzeln in den beiden ersten Formeln positiv genommen. 

2. Grenzwerte von Funktionen. 

44. Grenzwerte im Endlichen. 1st die Funktion /(re) in 
dem ganzen Interval! (a, /J) definiert, so gehort zu jeder Stelle a des 
Intervalls ein bestimmter Funktionswert /(), den wir den Definitions- 
^vert der Funktion an dieser Stelle nennen wollen. Er wird dnrch 
die Substitution x = a in /(^) und Ausfiihrung der vorgeschriebenen 
Rechenoperationen gefunden. 

WesentlicL. verschieden hiervon ist die Frage nach dem Grenz- 
wert der Funktion bei dem Gr&istibergange limx = a, d.h. die Frage ? 
ob f(x\ wenn sich x unaufnorlich der Stelle a nahert, gegen eine 
Grenze konvergiert, und welches diese Grenze ist. 

"Wahrend es im ersten Falle nur auf den Funktionswert an der 
Stelle a ankommt ; bleibt bei der zweiten Frage gerade dieser aufier 
Betracht, und nur um die NacKbarwerte handelt es sicli. Es hat also 
die zweite Frage auch dann Berechtigung, wenn f(x) an der Stelle a 
nicht definiert ist. 

Im folgenden werde, wenn nichts anderes bemerkt wird ? roraus- 
gesetzt, a befinde sich im Innern von (cc 9 /3). 

Man sagt, /(x) habe bei dem Cfrenziibergange lim x = a einen 
Grenzwert, und dieser sei &, wenn die Differenz J f(x) dem Betrage 
nach beliebig klein wird ; wahrend x sich dem a fortw'ahrend nahert; 
es lafit sich dann zu einem beliebig klein festgesetzten positiven e ein 
Jiinreichend kleines positives d angeben ? derart ? daB 

I & -/(*)!<> (1) 

wenn und solange < x - a \ <<5. 

In kurzer Weise drtickt man diesen Sachverhalt durch den Ansatz 
lim /(a?) -6 (2) 

ar = <z 

aus. 

Es ist wichtig, daB man sich den Inhalt dieser Definition zu 
volliger Klarheit bringe, was wohl am besten an einer geometrischen 
Verbildlichung gelingen wird. Zu einem beliebig engen Horizontal- 
streifen der Ebene des Koordinatensystems (Fig. 16), dessen Mittel- 
linie y = 6 ist ; laBt sich ein hinreichend enger Vertikalstreifen mit 



der Mittellinie a; = a angeben derart, daB der ganze Verlauf der 
Fimktion, soweit er dem zweiten Streifen angehort, auch in dem ersten 

Streifen, also in dem beiden Streifen ge- 
meinsamen Rechteck verbleibt; die Stelle a 
kommt dabei nicht in Betracht. 

Man sagt, f(x) habe bei dem Grenz- 
iibergange lim x = a den Grenzwert <x> 9 
bezw. oo, in Zeichen: 

lim/fc) oo, l\m/(x) => oc, (3) 




Fig. 16. 



wenn f(x) beliebig groB, bezw. algebraisch 
beliebig klein wird, wahrend x sich dem a 
fortwahrend nahert, derart, daB zu der beliebig groB angenommenen 
positiven Zahl k eine hinreichend kleine 6 sich angeben 1'aBt, so daB 

/*(V) > A*, bezw. /(#) <C ft 

J V y "^ f / \ / > / A \ 

wenn und solange < x a : < <J. 

Mitnnter ist es notwendig, den Grenziibergang naher zu quali- 
fizieren, insbesondere dahin, daB man zwischen einem rechten (x > a) 
und liriken (x < a) Grenziibergang unterscheidet. Man bedient sich 
fur diese Unterscheidung der Schreibweise 
lim/0), 



im tibrigen bleiben die fruheren Erklamngen aufrecht. 

An den Endpunkten des Definitionsbereichs ist schon durch die 
Natur der Sache nur ein einseitiger Grenziibergang moglich, und zwar ? 
wenn a < fi } bei a nur ein rechter, bei |3 nur ein linker. 

45. Beispiele. 1. Die Funktion /(a?) sin-i- ist fur # = 

nicht definiert; sie besitzt aber auch keinen Grenzwert bei lim x = 7 

weil sie, wie nahe an Null man auch 
# annimmt, bei dem weiteren Ab- 
nehmen noch unbegrenzt oft zwischen 
den Werten 1 und 1 schwankt; 
sie nimmt diese Werte abwechselnd 
an den Stellen an, welch e durch die 
Glieder der gegen Null konvergie- 
renden Zahlenfolgen 




Fi 17 



bezeichnet sind. Man hat es hier mit 
einer Funktion zu tun, die in der un- 

mittelbaren Umgebung von Null geometrisch nicht darstdlbar ist; 

Fig. 17 deutet die Erscheinung, die sie hier darbietet, nur an. 
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V 



2. Fiir jeden Wert von a? + sei /($) a: cos und /\0) sei 0. 

Wie klein auch x dem Betrage nach angenommen wird, hort cos 

x 

nicht auf, zwischen 1 und 1, /(%) also zwischen x und x 
zu sehwanken, wird mit x selbst be- 
liebig klein, lim /(#) = 0, so daB bei 

der obigen Fesfcsetzung der Grenzwert 
mit dem Substitutionswert ubereinstimmt. 
Fig. 18 kann das nicht darstellbare Ver- 
halten in der Umgebung von nur an- 
deuten. 

3. Die Funktion f(x) sin ist 

J ^ ' X X 

fur x = nicht definiert, hat aber auch 
keinen Grenzwert fiir lim x = 0; denn sie 
hort, wie sehr man sich der Null auch 

schon genahert hat, nicht auf, zwischen and zu sehwanken, 

das dem Betrage nach beliebig groB wird; sie hort aber auch nicht 

auf, immer wieder zu werden; es sind also weder die Merkmale 

' eines endlichen noch die eines un- 

endlichen Grenzwertes vorhanden. 

Da die Werte von durch die 

x 

Ordmaten einer gleichseitigen Hy- 
perbel dargestellt sind, so bietet 
die Funktion ein Bild dar, wie es 
durch Fig. 19 angedeutet ist; in 
der nachsten Umgebung von ist 
sie iiberhaupt nicht darstellbar. 

4. Bei der Funktion 



Fig 1S - 




Fig. 19. 



die an der Stelle x = nicht erklart ist, kann auch von einem Grenz- 
werfce bei dem gewohnlichen Grenziibergang lim x ===== nicht die Rede 
sein; erst wenn man den Grenziibergang qualifiziert, ergeben sich be- 
stimmte Resultate, und zwar 



weil 



lim a x 



cx> 



und li 



1, 



weil 



lim a x = ist. 



5. Die Funktion /(x) = lira ^ #a 4. 1 bietet ein Beispiel fiir den 

71 = 00 I 

Unterschied zwischen Substitutions- und Grenzwert. Die Substitution 

* + ~ 
x = gibt /(O) = 2. Bringt man den Bruch auf die Form - ~ , 

' 



so erkennt man unmittelbar. dafi /*(#) = ist fiir x 4 s 0; folglich ist 

sc 

lim/ (x) = oo . 

ar=0 

6. Die Funktion f(x) = ^^ ist fur # = nicht erklart, hat aber 

bei dem Grenziibergang lim x = einen Grenzwert, der, weil die 
Funktion gerad ist, ebensowohl als rechter wie als linker Grenzwert 

gerechnet und durch folgende geometrische 

Betrachtung gefunden werden kann. 

Wenn maa den Radius des in Fig. 20, 

aus beschriebenen Kreises als Langenein- 

heit beniitzt, so ist 




= sin x } 

pi 2Q und es driicken sich die in steigender GroBe 

geordneten Flachen der Figuren 



Sektor OAB, 40DJB durch cos * sina? , f, ~ aus; folglich ist 

. . sin x 
z<z< 



cos x < 



sin x cos ic 



sin a; cos x ' 



1 cos ^ und 1 -- werden mit abnehmendem x beliebiff klein, 
cos x & 7 

weil cos x der Einheit beliebig nahe kommt. daher wird auch 1 -- 

3 sin a? 

beliebig klein; infolgedessen ist 

r x ,. 
lim = lim 



46. Grenzwerte im TJnendlichen. Wenn eine Funktion fur 
ein einseitig unbegrenztes Intervall, (a, oo) oder ( oo ; a\ oder fiir 
die unbeschrankte Variable definiert ist, so entsteht die Frage nach 
ihrem Verhalten bei unbegrenzt wachsendem oder abnehmendem Werte 
der Variablen oder, wie man dies auch auszudriicken pflegt, nach 
ihrem ; ,VerhaIten im Unendlichen" oder nach ihrem ;; Endverlauf '. 
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Man sagt von einer Funktion f\x), daB sie bei dem Grenziiber- 
gange lim x = oo den Grenzwert 6 habe, in Zeichen: 

lim/(==& ? (6) 

x = x> 

wenn die Differenz b f(x) dem Betrage naeh beliebig klein wird, 
wahrend x bestandig wachst; praziser und fur die arithinetische Yer- 
wertung geeigneter ausgedrfickt, wenn zu einem beliebig klein fest- 
gesetzten positiven s eine hinreichend groBe positive Zahl K angegeben 
werden kann derart, daB 

6 -/(*)]< 6, 

wenn und so lange x > K . t> 

In geometrischer Darstellung, Fig. 21, 
neiBt dies, es lasse sich zu einem beliebig 
engen Horizontalstreifen der Ebene, dessen 
Mittellinie y - 6 ist, eine Begrenzungs- 
linie x = K derarfc festsetzen, daB recnts 
Ton ihr die Bildkurve der Funktion jenen 
Streifen nicht menr verlaBt. 




Fig. 21. 



In analoger Weise ist der Inhalt des Ansatzes 



durch die Ungleichungen 



(9; 



oo 



erklart. 

Man sagt, die Funktion habe bei dem Grenzfibergange lim x 
den Grenzwert oo, beziehungsweise oo, in Zeichen: 

lim/ (x) = oo ; bzw. lim/(x) = oo ; 

a = oo ar = oo 

wenn sich zu einer beliebig groB festgesetzten positiven Zahl G ein< 
hinreichend groBe positive Zahl K angeben laBt derart, daB 

f(x) > G, bzw. /(a?) < - G, 
wenn und so lange x > K. 

In bezug auf das geometrische Bild 
besagt der erste Fall, es lasse sich zu einer 
beliebig weit fiber der #-Aehse liegenden 
Geraden y - G eine hinreichend weit von 
der j/-Achse nach rechts hin entfernte Ge- 
rade x = K angeben solcherart, daB die Bild- 
kurve rechts von der zweiten Geraden voll- 
standig fiber der ersten Geraden verlauft, 
Fig. 22. 




K 

Fig. 22. 
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In ahnlicherWeise sind die Ansatze lim_/(x) =*= oo und lim /(#) = oo 

xs= oo x= oc 

zu verstehen und zu erklaren. 

Es kann indessen geschehen, daB die Funktion bei dem Grenz- 
iibergange lim x oo oder lim x = oo weder einen endlichen noch 
einen unendliehen Grenzwert in dem eben erklarten Sinne besitzt, 
indem sie nie aufhort, zwischen zwei bestimmten oder zwischen be- 
liebig weit werdenden Grenzen zu schwanken. 

Beispiele. 1. Der Quotient ^^,- stellt. wenn -^- = ~ eine 

CX -p Qi ' u a * 

Konstante, hingegen wenn ~ =)= ~ , eine mit x verandeiiiche Punktion 
dar; diese hat fiir die Grenzubergange lim x == oo und lim x =* oo 

den Grenzwert ~. Denn 
c 

a _ ax -{-ft _ ad be 
c cx-\-d c (ex + d) 

kann durch Wahl eines entsprechend groBen, gleichgiltig ob positiven 
oder negativen x dem Betrage nach beliebig klein gemacht werden; 
angenommen beispielsweise, a ; 6 ? c, cl seien so besehaffen, daB die 

Differenz fur positive x positiv ist ? so geniigt es ; x > a -^n^JJ 

zu wahlen, nm jene Differenz unter das beliebig klein festgesetzte s 
zu briagen. 



2. Die Funktion f(x) = a ^+^ +c lafit sich durch Ausfiihrung 
der Division auf die Form Ax + B -\ --- -r-g bringen; infolgedessen ist 
Km/ (a?) = oo sgn A, lim /(a?) oo sgn A. 



Daraus folgt ; daB die reziproke Funktion w(x) ,^P bei 

^ x / ax~ + orc+ c 

beiden Grenzubergangen gegen konvergiert. 
3. Die Funktion f(x) a? sin -| hat fiir die beiden Grenzuber- 
gange lim # + oo den Grenzwert 1. Um dies einzusehen, braucht 



sin 



man sie nur in der Form -^ zu schreiben und auf 45, 6. Bezug 

x 
zu nehmen. 

4. Der Endverlauf der Funktion f(x) x cos x gestaltet sich 
derart, daB sie weder einen endlichen noch den Grenzwert oo (oder 
oo) besitzt; je grofier x wird ; zwischen urn so weiteren Grenzen 
schwankt sie, ohne jemals aufzuhoren ; auch den Wert anzunehmen; 
wenn sich also anch lestimmte Stellen bezeichnen lassen, an denen 
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die Funktion die beliebig grofie positive Zahl G iiberschreitet *bzw. 
unter G fallt), so lafit sich doch keine Stelle angeben, von der 
an dies dauernd stattfindet. Man sehe T 

Fig. 23 und vergleiche sie mit den Fig. 18 f 

und 19. 

4b7. Grenzwert der Funktion r 



= Q. Die 

vorgelegte Funktion ist fur alle x > 1 

wohl definiert [39, II, 5.], mit Ausnahme [ / 

des Wertes x = 0. Besitzt sie bei . / ,.'' ! V 

lim x = + einen Grenzwert, so hat sie 

denselben Grenzwert auch. bei lim x = 0. 

Denn ; ersetzt man x durch |, so wird Flg 23< 



nun konvergiert = j/ mit | zugleich gegen +0, folglich ist 
- | = lim 1 



Es bedarf daher nnr der Priifung des rechten Grenztibergangs. 
Zu diesem Zwecke lasse man x zunachst die Zahlenfolge ( J 7 wo n 
eine nattirliclie Zahl bedeutet, durchlaufen; es handelt sich dajin ui 



Nun ist 

o_ n JL 4. 

"*" V n ^ 

n (n I) (n ,n l) 1 



i _L JiV - i o_ n JL 4. 5>ni) 1 4. M ( 7? - ^ ( M - 8 ) 1 . 

1 "^ n/ ~~ "*" V n ^ 1 - 2 ~~ w a T 1 - 2 - 3 i s n 



1 - 2 . n n n 



, 

^ 



l-S-.-n ' 

vom dritten angefangen nimint mit wachsendem n jedes Glied dieser 

Entwicklung zu ; und da zugleich die Anzahl der durchwegs positiven 

/ i \ i 
Glieder wachst, so wachst auch f 1 + ~~\ von n=* 1 angefangen, ist 

aber bei jedem n ^> 2 kleiner als 
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Die Zahlen a 2 , a s , - bilden eine monoton zunehmende Zahlen- 
folge, deren Grlieder aber samtlich unter einer festen Zahl bleiben; 
denn es ist, sobald n mindestens 3 ? 



1 2 



Folglich haben die Zahlen der Folge (aj eine Grenze, die zwischen 
2 und 3 liegt und fortan mit e bezeichnet werden soil; es ist also 

n = e, (12) 



und gleichzeitig ergibt sich fur e die Definition durch eine Reihe: 



von der schon die ersten zehn Glieder sieben festbleibende Dezimal- 
stellen geben, so daB mit diesem Grenauigkeitsgrade x ) 

e - 2,7182818 - - - 
gesetzt werden kann. 

Gregen die namliche Grrenze e konvergiert aber auch (l -\ -- J - 
Denn es ist 2 



3-4 



folglioh 



1) Auf 18 Dezimalstellen genau ist e = 2,718281828459045235 . . . 

2) Sind namlich n of s , - - - a n positive echte Bruche, so folgt aus (1 aj (1 a,) 
= 1 (! + or 2 ) + a l 3 zunachst, daB 

(l- i )(l- 1 )>l-(a l + b ); 

midtipliziert man beiderseits mit der positiven Zahl 1 a s und wendet rechts 
dieselbe Relation an, so entsteht 



so daB fur jedes beliebige n 
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+T + 1 1 2 



_ 

71 2n 

und weiter 



daher tatsachlieh 



Um den Ubergang zu einem stetigen x zu vollziehen, gentigt es, 
rationale x in Betracht zu ziehen, die nicht der Zahlenfolge ( ) an- 
gehoren. Ist ^ eine solche Zahl, so fallt sie zwischen zwei aufeinander 
folgende Glieder ; ^-r--^ dieser Polge, so daB 



und in erhohtem Mafie 

es ist aber 

und konvergiert daher gegen 6 ; ferner 



und konvergiert daher auch gegen e, folglich ist fur jedes rationale 
^ 

#:lim (1 ^rzY^e und nach den Ausfuhrungen von 39, II 7 5) auch 

ss=q 
fur ein reettes x 

i_ 

lim (l+a;)*-^. (14) 



ar=0 



Die Zahl a 1 ) hat in der Analysis eine auBerordentliche Bedeutung 
erlangt: als Basis einer Expon&ntialfunktion e?, die man auch als 

1) Die Bezeichnung stammt von L. Enler. 
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natilrlicJie Potenz bezeiehnet, und als Basis eines Logarithmensystems 
welches man das naturliche nennt. Die Logarithmen dieses Systems 
sollen fortan durch I bezeichnet werden im Gegensatze zu den ge 
meinen, fiir welche die Abkiirzung log gebrauchlich ist; dageger 
sollen auf eine unbestimmte Basis a (> 0) beziigliche Logarithmer 
mit log a angeschrieben werden ; all dies driickt sich in dem Ansatz* 



aus. 

48. Grenzwerte von Funktionen zweier Variablen. Di< 

Funktion f(x, y) sei fiir den Bereicb P definiert, der durch die Rand 
knrve begrenzt ist, Fig. 24. Der Wert /(a, 6), der durch di( 

Substitution x = a, y = & in den Funk 
tionsausdruck erhalten wird ; heifie dei 
Definitionswert der Funktion an der Stell< 
M (a, &), von der vorausgesetzt wird, daf 
sie sich iin Innern des Bereichs befinde 
Davon zu unterscheiden ist der Grenz 
weri der Funktion bei dem Grenziiber 
gange lim x = a, lim y = 6, der von den 
Werte an der Stelle M (a, 6) gar nich 
abhangt, daher auch dann existieren kann 
wenn die Funktion an dieser Stelle gar nicht definiert ist, und de 
von dem Substitutionswert f(a, V) verschieden sein kann ; falls diese 
vorhanden ist. 

Wir wollen sagen, die Funktion besitze bei dem Grenzubergang< 
lim x = a, lim y = 6 den Grenzwert c, und dies in dem Ansatze 




, y) 



(15 



zum Ausdruck bringen, wenn sich zu einem beliebig klein festgesetzte] 
positiven e ein hinreichend kleines positives 8 bestimmen laBt der 
art ; daB 



wenn und so lange \x a | < 



(16 



derletzte Ansatz drtickt aus, daB x\y nicht mit a\b zusammenfallei 
durfe. 

Bei geometrischer Deutung ist hiermit folgendes gesagi Denk 
man sich eine Raumschichte, die von den Ebenen =* c s un 
^ = c + s (parallel zur ##-Ebene) begrenzt ist ; so laBt sich eine Urn 
gebung ccfiyS des Punktes M angeben derart ; daB der iiber ihr liegend 
Teil der die Funktion darstellenden Flache ganz in jener Raumschicht 
enthalten ist. 
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Zeigt die Funktion ein solches Verhalten, wie es durch die An- 
satze 

/(x,y)>E, bzw. /foyK-JBT, 
wenn und so lange : x a < d , \ y b < 6 ( 17 ) 

ja? a| + |y 6i>0 

beschrieben ist, die nach dem Yorausgeschickten keiner naheren Er- 
klarung mehr bediirfen, so sagt man, es sei 

lim/(a?, y) = oo, bezw. lim/(x, y) = oo (18) 

x = ct,y b x = a,y b^ 

In einem Punkte am Rande des Gebiets mu8 die Umgebung so 
gehalten werden, daB sie best'andig dero Bereich angehort. 

Die folgeude Ausfuhrung soil noch auf gewisse Feinheiten des 
Grenziibergangs bei Funktionen zweier (und mehrerer) Variablen auf- 
merksam machen. 

Wenn fiir die Funktion f(x, y) ein Grenzwert im Sinne der An- 
satze (15) und (16) existiert, so ist es evident, daB man ihn finden 
mtisse, auf welch er Balm auch man sich dem Punkte J/ unbegrenzt 
nanert. Dies konnte auf den Gedanken bringen, den Grenzwert in 
der Weise zu suchen, daB man durch M eine passend gewahlte Bahn ? 
z. B. LM f fiihrt und auf dieser dem Punkte M sich nahert. Das 
Zustandekommen eines solchen Grenzwertes gestattet keineswegs den 
SchluB, daB man damit einen Grenzwert im obigen Sinne gefonden 
habe; dieser SchluB ware erst dann legitim ? wenn man alle durch J/ 
fiihrenden Bahnen verfolgt hatte und auf alien zu dem namlichen 
Grenzwerte gelangt ware; denn es ist denkbar, daB man auf yer- 
schiedenen Bahnen verschiedene Grenzwerte findet ; dann aber existiert 
ein Grenzwert im Sinne von (15) nicht. Ein Beispiel dieser Art bietet 
die Funktion 



die fiir alle Wertepaare von #, y definiert ist mit AusschluB von 0,0. 
Nahert man sich dieser Stelle langs eines Strahls, der mit der 
#-Achse den Winkel <p einschliefit (s. die Fig.), so ist in einem Punkte 
dieses Strahls, der urn r > von entfernt ist, x = r cos <p ? y = r sin cp, 



und dieser Wert bleibt erhalten, wie klein auch r wird, so daB bei 
Verfolgung dieses Strahls 

lim/^, y) = sin 2<p . 

Da nun <p von Strahl zu Strahl sich anderfc, so andert sich auch 
lim/(#, y) von Strahl zu Strahl und nimmt, wahrend cp das Intervall 
(0, 5t) durchlauft, alle Werte von bis 1, 1 bis 1 und 1 bis 
an. Es existiert daher ]imf(x, y) nicht. 

Czuber, Holiere Matliematik. 6 
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49. Das Unendlichkleine und TTnendlichgroBe. Es empfiehlt 
sich, einige haufig wiederkehrende Yorstellungen und Prozesse durch 
Einfuhrung kurzer Bezeichnungen zu formalisieren, um von ihnen im 
weiteren Verlaufe bequemer Gebrauch machen zu konnen. 

Bei der Definition des Grenzwertes I einer Funktion f(x] bei 
einem Grenziibergange lini x = a sind die variablen Differenzen f(x) & 
und x a aufgetreten, von welchen die erste beliebig klein gemacht 
werden kann, indem man die zweite JimreicJtend klein werden lafit. 

Wir werden von einer variablen Gr'ofie* von der wir uns vor- 
stellen, daB sie im Verlaufe ihrer Anderung dem Betrage nach unter 
jede noch so kleine Zahl herabsinkt, sagen, sie icerde unendlicli Klein 
oder sei ein Unendlichkleines. Mit Bemitzung friiherer Ausdrucks- 
weisen kann man auch sagen, ein Unendlichkleines sei eine Variable, 
die der Grenze zustrebt. Das Unendlichkleinwerden bezeichnet also 
nicht einen DenkprozeB, der eines Abschlusses fahig ist, sondern, wie 
schon der Name andeutet, einen Vorgang, der ; wie weit er sckon ge- 
fukrt sein mag, immer noch eine Fortsetzung zulafit. 

Die Tatsache, eine Veranderliche y werde unendlich klein, kann 
demnach symbolisch durch den Ansatz 

lim y == 
ausgedruckt werden. 

Bei der Betrachtung des Endverlaufs einer Funktion f(x) ist 
unter andern auch der Fall erwahnt worden, daB f(x) dem Betrage 
nach 'beliebig groB gemacht werden konne, indem man x Mnreichend 
grofi (oder algebraisch klein) werden laBt. 

Von einer variablen Grrofie, von der wir uns vorstellen ; daB sie 
im Verlaufe ihrer Anderung tiber jede noch so groBe (oder unter eine 
algebraisch noch so kleine) Zahl hinauskommt, soil gesagt werden, 
sie werde (positiv, negativ) unendlich grofi, oder sie sei ein Uhendlich- 
yrofies. Durch Anwendung friiher eingefuhrter Schreibweisen kann 
man diesen Sachverhalt durch die Ansatze 

lim y = o&, bzw. lim y = oo 

zum Ausdruck bringen. Wiedemm handelt es sich nicht um einen 
abgeschlossenen ; sondern um einen stets fortsetzbaren, also um einen 
WerdeprozeB, der, so weit wir ihn verfolgen mogen, immer im End- 
lichen verlauft 1 ). 

1) Man hat das Unendlichgrofie im Sinne dieser Definition uneigentliches 

Unendlich genannt tmd ihm ein eigentttches 
Unendlich gegenuber gestellt. Die Vorstel- 
lungen, die dieser Unterscheidung zugrunde 
liegen, werden sich am besten geometrisch 
dentlich machen lassen. 

Als Axiom angenommen, daB zn einer 
Geraden g tech einen Pnnkt A eine Paral- 
lele g gelegt werden k5nne, Fig. 25, wird 
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Das Unendlichkleine urid UnendlicligroBe ist einer 
fahig. Man hat es namlieh nie mit einer solchen GroBe allein, son- 
dern stets mit zwei oder mehreren voneinander abhangigen zu tun; 
und dann kann bei irgend zweien das Unendlichklein- oder Unendlieh- 
groBwerden in gleich raschem (starken) MaBe vor sich gehen oder bei 
einer von beiden rascher (starker) als bei der andern. So wird man 
bei dem Grenziibergange 

lim/(V) = 6 fur lim x a 

die Differenzen /(x) 6 und x a auf den Grad Hires Unendlieh- 
kleinwerdens vergleiehen konnen. Die Graduierung soil sich auf den 
Quotienten 

/(a?) -ft 
x a 

stutzen: hat dieser Quotient einen Grenzwert, so soil, je nachdem der- 
selbe 0, eine endliche Zahl ft oder oc 1st, gesagt werden, f(x) 6 
werde in hoherem, gleichen oder niedrigeren MaBe unendlich klein 
als x a. 

In gleicher Weise kann man, wenn 

lim f(x) = oo fiir lim x = oo ; 
tiber den Grad des Unendlichwerdens nach dem Verhalten des Quotienten 



urteilen; hat dieser Quotient den Grenzwert 0, beziehungsweise It oder 
oo ; so erklart man, f(x) werde in niedrigerem, gleichen oder hoheren 
MaBe unendlich groB als x. 

In vielen Fallen ist es moglich, die Graduierung ziffermaBig aus- 
zudrucken. Man stiitzt sich dabei auf folgende Erwagung. Ist y eine 
unendlich klein werdende GroBe, so nimmt, sobald y einmal in das 
Gebiet der echten Briiche gekommen, y n im Vergleich zu y umso 
rascher ab, je groBer (das positiv gedachte) ; wird y unendlich groB, 

die Strecke OB bei TinaufhSrliclier Airnalieruiig von AB an g* unendlich; der 
Gegensatz iu der Lage von B gegen kommt im Vorzeichen des Unendlich- 
werdens zum Ausdruck. 

Beziiglich der Parallelen g selbst konnte man sich der Ansdrucksweise be- 
dienen, Piinkt B und Strecke OB haben zu existieren aufgehQrt. Es hat sich 
jedoch als zweckmafiig erwiesen, zu sagen, der Punkt B sei nun im TJnendlichen, 
und die Strecke OB sei (qualit'atslos) unendlich, und dies ist ein Fall des eigent- 
lich oder aktual Unendlichen. 

In die Sprache der Arithmetik ubertragen, wobei man sich an die Gerade 
g als Bild des Systems der reellen Zahlen halt, heifit dies: Man fugt zu den 
reellen Zahlen eine neue Zahl oo hinzu, die ebenso qualitatslos ist wie die 
Zahl 0. Sowie nun eine Variable, die sich der als Grenze nahert, unendlich 
klein wird, so kann auch von einer unendlich gro/3 werdenden Yariablen gesagt 
werden, sie nahere sich der fiktiven Zahl oo als Grenze von der einen oder 
andern Seite. 

6* 
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so wachst, sobald y die Emheit iiberschritten, y n umso rascher ira 
Vergleich zu T/, je groBer n ist. 

Sind y, Y zwei voneinander abhangige Variable, die gleichzeitig 
unendlich klein, bzw. unendlich groB werden, und hat der Quotient 

r 

yn 

einen von Null verschiedenen endlichen Grenzwert 7i, so sagt man* 
T werde in bezug auf y unendlich Jclein, bzw. unendlicli grofi von der 
Ordnung n. Die Worte ; ,in bezug auf y" konnen auct nock unter- 
driickt werden, wenn man y yon Anfang an als Vergleichsgrofie von 
der ersten Ordnung festgesetzt hat. 
Setzt man 



so bedeutet i\ eine mit y, T gleichzeitig gegen Null konvergierende 
GroBe ? das Produkt y n rj = s wird also in bezug auf 17 von hoherer 
Ordnung unendlich klein als y n \ die typische Form einer infinite&i- 
malen Grofie, die in bezug auf y von der Ordnung n ist ; lautet sonach: 

r-iy + 5 (19) 

man nennt ky n den Hauptteil, s den sekundaren Teil von Y. 
Ist 

Y^Jc^+e, 

eine zweite injGbiitesimale Grofie derselben Ordnung, so konvergiert 
der Quotient 



* 
gegen die Grenze -^- ; in Worten ausgedriickt: Der Quotient zweier von 

einander dbliangiger Infinitesimalgrofien gleicher Ordnung hat den Quo- 
tienten ihrer Hauptteile zw Grenze. 

Zur Illustration dienen die folgenden Beispiele. 

1. sinic und x werden zugleich unendlich klein, und da 45, 6. 

gezeigt wurde, daB lim ^-^ 1 ist, so werden beide GroBen unend- 
=o x 

lich klein von gleicher Ordnung. Sie streben im vorliegenden Falle 
der Gleichheit zu, weil die Grenze ihres Quotienten 1 ist. Wie rasch 
das vor sich geht, moge daraus entnommen werden, daB der Quotient 

schon bei 3 ^ gleichkommt 0,9995427, und daB er bei 10' 



von ^ ^ anz uner l ie Wi c b abweichenden Wert 0,9999940 



besitzt. 
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2. Y= 1 cos x und y =* x warden gleichzeitig unendlich klein ; da 

/ ' - \ 2 
aber nicht -,hingegen - = ^ I einen endlichen von Null ver- 



schiedenen Grrenzwert hat, namlich , so ist T unendlieh klein von 
zweiter Ordnung in bezug auf y. 

3. Man zeige ; daB Y = tgx sin x in bezug auf y = x unendlich 
klein von dritter Ordnung ist. 

3. Stetigkeit der Funktioneii. 

50. Der Stetigkeitsbegriff. Von der stetigen Variablen x 
sagt man ; sie durchlaufe das abgeschlossene Interval! cc <; x <C /J stetig, 
wenn sie jeden Wert aus diesem Intervall und jeden nur einmal an- 
nimmt. Es kann dies in zwei Richtungen, von cc oder von ft aus* 
gehend ? geschehen; wo nichts anderes bemerkt wird, stellen wir uns 
vor ; da8 x sich wachsend andert. 

Wenn eine andere ; deni x zugeordnete Variable y wahrend dieses 
Vorgangs auch ein abgeschlossenes Intervall (A, B] stetig durchlauft 
so heiBt y = f(x) eine in dem y 
Intervall (a, /3) monotone Funk- 
tion ; und zwar eine wachsende 
oder eine abnehmende 5 je nach- 
dem A ^ y <^ S oder A ^ y 
^ JB. Das geometrische Bild 
einer solchen Funktion ist 
ein von links nach rechts 
aufsteigender, beziehungsweise abfallender Bogen 3 Fig. 26a, 26b. 

Besteht der Bereich von y aus mehreren (beliebig vielen) anein- 
ander gereihten IntervaUen (A, C), (C, D), (D, E), (E, B), welche stetig 
nnd in abwechselnder Richtung durchlaufen werden ; wahrend x sein 
Intervall stetig durchl'auft, so ist y eine aus mehreren aneinander sich 
anschliefienden monotonen Abschnitten zusammengesetzte Funktion ? 
die abwechselnd zu- und abnimmt^ ihr Bild setzt sich aus miteinander 
zusammenhangenden, abwechselnd auf- und absteigenden Bogen zu- 
sammen. 

Funktionen von der bescJiriebenen Art bezeichnet man dls in dem 
abgeschlossenen Intervall a <C x < /3 stetige oder Jcontinuierlicfie Funktionen. 

Ist y in dem nicht abgeschlossenen Intervall a < x < /3 eindeutig 
definiert ; und besitzt es die eben angefuhrten Eigenschaften in jedem 
Interval!, das innertialb (a, /3) liegt, so heiBt f(x) eine in dem Inter- 
vall a < x < /3 stetige Funktion. 

51. Satze fiber stetige Punktionen. Um die im vorstehenden 
anschaulich entwickelte Eigenschaft der Stetigkeit arithmetisch nutz- 




8(} Der Funktionsbegriff. 3. Stetigkeit der Funktionen. 

bar zu macneii, sollen einige Folgerungen dieser Eigenschaft in Satze 
gefafit werden. 

1. Wenn die FimUion f(x) in clem Intervall (a, /3) stetig ist, so 
Zfi/B sicli m einem beliebig Hein festgesetzten positives an jeder Stelle 
x = a im Innern des Intervals em JiinreicJiend I'leines fiositives d be- 
stimmen derart, dafi 

|/(oO-/(*) <e, 
solange x a \ < 8. 

Der Wert /(a) gehore dein Interval! ( A, S) an, und s sei so klein 
festgesetzt, da8 auch f(a) s und /(a) + s ihm angehoren: diesen 
letzteren entsprechen Werte von x aus (a, /3), die sicL. in einer der 
Formen a h, a + h' oder a + h, a li darstellen lassen, je nachdeni 
A<,B oder A > J? ist; versteht man unter Ji die kleinere der beiden 
positiven Zahlen Ji y li, so genugt jedes d, fiir das < 8 < h besteht, 
der obigen Forderung. 

Ist das Intervall (cc, /S) ein abgescnlossenes, so gilt der Ansatz (1) 
an der Stelle a nur fiir eine rechte, an der Stelle ft nnr fur eine 
linke Umgebung. Bei einem nicht abgeschlossenen Intervall sind a, 
auszuschliefien. 

Der Ansatz (1) ist aber gleichbedeutend mit der Aussage 1 ): 

lim/(af) -/(o), (2) 

x a 

so daJB man aucb. diese als Merkmal der ; ,Stetigkeit an der Stelle a" 
ansehen kann. 

Man nimmt vielfach. diesen Satz zum Ausgangspunkt des Stetig- 
keitsbegriffs und erklart dann eine Funktion als stetig in dem Intefr-' 
vail (cc, /3) ? wenn sie die Eigenschaft (1) oder (2) in jedem Punkte 
des Intervalls besitzt, wenn also 



so lange a < x ^ /3 oder a < x < /3. 

Sind x, x" zwei verschiedene Punkte aus der Umgebung (a d, 
a + <5) von a, so da8 



,, 3 

so folgt daraus 



1) Es sei darauf hingewiesen, daB Ansatze -wie 



7(=:0 

die auf den ersten Blick selbstverst&ndlich scheinen, Stetigkeit voraussetzen. 
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Es laBt sich also bei einer stetigen Funktion zu jeder Stelle eine hin- 
reichend enge Umgebung konstruieren derart ? daB irgend zwei Funktions- 
werte aus dieser Umgebung sich beliebig wenig voneinander unter- 
scheiden. 

2. Eine im abgesclilossenen Intervall a ^ x < /3 stetige Function 
f(x) ist daselbst endlich und nimmt ivenigstens einmal einen kleinsten 

Wert m und einen grofiten Wert M an. 

Die erste Behauptung ist iraplizite in dem 50. entwickelten 
Stetigkeitsbegriff enthalten, da ja zu jedem a <J x <J /3 ein lestimmter, 
also ein endlicher Wert von f(x) gehoren mufi. 

Sind (A, C\ (C, D\ . . . (K 9 J5) die Intervalle, welche f(x) naeh- 
einander stetig durehlauft, so ist die kleinste der Zahlen A, J? 7 C, . . . K, B 
das m, die groBte das Jf. 

Eine im nicht abgeschlossenen Interyall a<a;</3 stetige Funktion 
brauclit daselbst nicht endlich zu sein; existieren lim f(x) und Km ,/(#), 

a: = ot-j-0 x = p 

so ist sie endlich, und bei der Aufsuchung der auBersten Funktions- 
werte kommen diese Grenzwerte, die die Funfction innerhalb des Inter- 
Tails nicht anzunehmen braucht, mit in^Betracht; es kann unter solchen 
Umstanden die Funktion statt eines kleinsten und groBten Wertes 
auch bios eine untere Grenze g und eine dbere Greme G besitzen, die 
sie wirklich nicht erreicht. 

Den Unterschied M m ? bzw. G g, bezeichnet man als die 
Schwankung der Funktion f(x) im Intervall (a, j3). 

Einige kleine Beispiele werden diese Ausfiihrung besser beleuchten, 

f(%) ===3^5 fur 1 < x ^ 2 ist eine stetige und endliche Funk- 
tion mit m = 2 und M =* 1 und mit der Schwankung Jf m == 3. 

f(x) = ?>x 5 fiir 1 <|# < 2 ist eine stetige und endliche Funk- 
tion mit der unteren Grenze g = 2 und der oberen G =* 1 7 die 
beide nicht erreicht werden, und mit der Schwankung G - g == 3. 

f(x) = fiir < x < 1 hat keine obere Grenze, weil lim /(x) = co 

x ar = + 

ist, wohl aber einen kleinsten Wert m = 1; von einer Schwankung 
kann hier nicht gesprochen werden. 

3. Wenn die Funktion /(x) in dem abgeschlossenen Intervall 
&<zX^P stetig und wenn /(a) 4=/(/3) ist, so gilt es zu jeder ZaJd p 
zwischen f(a) und f(fi) mindestens eine Stelle % in (cc, /?), an der 
/(6) = (i ist. 

Ist die Funktion inonotori, so ist (A, B) ihr Bereich, und da sie 
jeden Wert aus diesem Bereiche und jeden nur einmal annimmt, so 
gilt dies auch fur t a. 

Besteht sie aus abwechselnd zu- und abnehmenden monotonen 
Abschnitten und sind (A, C), (C, D\ . . . (K, S) die IntervaUe, die sie 
der Reihe nach durchlauft, so muB p in mindestens einem derselben 
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vorkommen; denn die Annahme, daB es aufierhalb aller Intervalle 
liege, stiinde entweder mit /() < (i oder mit p </(j5) im Wider- 
sprueh. 

Es ist eine Folge des obigen Satzes, da8 die Funktion auch jeden 
Wert zwisehen m und M annimmt; denn die Stellen, an welchen 
/(ay) gleich m, bzw. gleich M ist, gehoren dem Intervall (a, /J) an. 

Eine weitere wichtige Folge spricht der folgende Satz aus: 

Wenn die Function f(x) in dem abgeschlossenen Intervall a<^x<^fi 
stetig ist und an semen Enden entgegengesetzt bezeichnete Werte besitet, 
so exisiiert icenigstens eine Stelle | in (a, ft), an der /() = ist. 

Da namlich f(x) jeden Wert zwischen /(a) und /(/J) innerhalb 
(cc, j8) mindestens einmal annimmt ; so gilt dies auch von 0, das nun 
zwischen /() und /(/3) liegt. 

4. Hat eine in dem Intervall (, ]8) stetige Funktion /(a?) die 
Eigenschaft, daB zu einem beliebig klein festgesetzten positiven em 
hinreichend kleines positives d bestimmt werden kann derart, daB 



solange \x" of <8, 

so nennt man sie gleiclimafiig stetig in dem Intervall. Der Sinn dieser 
Definition ist also der, daB, wo man auch zwei Stellen in (a, |8) be- 
zeichnet, deren Abstand unter 8 liegt, der Unterschied der zugehorigen 
Funktionswerte jedesmal dem Betrage nach kleiner als e ist. 

Bei dieser Eigenschaft muB zwischen abgeschlossenen und nicht 
abgeschlossenen Intervallen wohl unterschieden werden; beziiglich der 
ersteren gilt der wichtige Satz: 

Eine im abgesctilossenen Intervall (a, /J) stetige Function ist daselbst 
gleicJimafiig stetig. 

Es werde zunachst vorausgesetzt, die Funktion sei monoton 
wachsend und (A, B) ihr Intervall; man teile dieses in soviel (n) 

gleiche Teile, daB ~ = ft < ~ sei. Zu den Funktionswerten 



/(4 /() + *, /() + 2fc, . . . /() + n-l 
sollen die (gleichfalls steigend geordneten) Argumentwerte 
% Q = a, $!, ^ ... x A _ 19 j$ = x n 

gehoren; je zwei benachbarte bestimmen ein Intervall., und das kleinste 
unter diesen n Intervallen habe die GrroBe A; dann genfigt jedes 8, fur 
das < 8 <j[ h besteht, der obigen Forderung. Ifimmt man n'amlich 
irgend zwei Werte x' 9 x" an, fur die x"x'<^h, so fallen sie ent- 
weder in ein und dasselbe Intervall (x i9 x i+1 \ oder sie verteilen sich 
auf zwei benachbarte Intervalle (x M9 x^ (x' i9 n? <+1 ). Im ersten Falle 
ist unmittelbar 
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im zweiten Falle hat man sowohl 

1/00 -/&)!< i 

als aneh I/OO -/(*,) Kj, 

daberwieder ;/(*") -/<>')!< s. 

Besteht die Funktion aus mehreren monotonen Abschnitten, so 
fiihre man die beschriebene Operation fur jeden Abschnitt gesondert 
aus; das kleinste unter den gefundenen h genugt dann fur den ganzen 
Yerlauf. 

In einem nicht abgeschlossenen Intervall bestelit gleichmaBige 
Stetigkeit nur dann, wenn die Funktion gegen die Enden bin be- 
stimmten Grrenzen sich nahert. So ist die Funktion f(x) = 3# 5 
auch in dem Intervall 1 < x < 2 gleichmaBig stetig; nicht so jedoch 

die Funktion f(x) = ~ in 0< # <I 1, weil lim/(x) = oo; tier wird 

x a? = + 

d, je mekr man sicb der Anfangsstelle n'aliert, bei gegebenem s 
immer kleiner, und es gibt kein genugend kleines S, das durclm-egs 
entsprechen wtirde. 

52. Verschiedene Arten der TTnstetigkeit (Diskontinuitat). 

Wenn eine Funktion f(x) in der (ein- oder beiderseitigen) Uingebung 
einer Stelle x = a definiert ist, die Stetigkeitsbedingung (1) aber nicht 
erfiillt, so heiBt sie an dieser Stelle unstetig oder diskontinuierlieh. An. 
der Stelle selbst kann die Funktion vermoge ihres analytischen Aus- 
drucks auch definiert sein ; oder es versagt dieser Ausdruck hier; in 
letzterem Falle kann die Definition durch eine Festsetzung erganzt 
werden. Immer kommt es darauf an, das Verhalten der Funktion bei 
unbegrenzter Annaherung an die Stelle a zu priifen, zu untersuehen, 
ob die Funktion Grenzwerte besitzt, und welcher Art diese sind. Auf 
eine Klassifikation der mannigfaltigen Moglichkeiten soil hier nicht 
eingegangen werden; es moge genugen, einige charakteristische Falle 
vorzuftihren und durch Beispiele zu belegen. 

1. Es sei lim/(#) = lim/(#) = 6 eine endliche GroBe, /(a) ent- 

a? = a x a + Q 

weder nicht definiert oder von & verschieden. Erganzt oder andert 
man die Definition dahin, daB /(a) = 6 sei ; so verhalt sich die Funk- 
tion an der Stelle a wie eine stetige, man spricht daher von einer 
"liebbaren Unstetigkeit. 

Die Funktion /(x) = x cos (45 ; 2.) verhalt sich an der Stelle 

x = wie eine stetige Funktion, wenn man f(6) = festsetzt; bei 
jeder andern Festsetzung ist sie wesentlich un stetig. 

Die Funktion f(x) = lim 2 ]^ (n eine nattirliche Zahl) ist fur jeden 

w = oo 

Wert von x definiert, und zwar ist 1 ihr Wert, so lange x -f ; und 
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far x = 0. Man hat also lirn f(x) = lim f(x) 1, hingegen/(<3) = 0. 

**=-& * = + 6 

Andert man die Definition clahin ab, da8 f(Q) = 1 sein solle, so ver- 
schwindet die Unstetigkeii 

2. Es sei lim /(a?) 4= lim /"(a?) und beide endlich; ohne Rticksicht 

a? = <z "b x=a + 

darauf, ob f(a) vorhanden und wie groB es ist, besteht Unstetig- 
keit, weil sich keine Umgebung von a angeben lafit, in welcher 
\f(x"} f(^ r ) |< ware fur beliebige x f , x" und ein beliebig klein 
gewahltes e. 

Man spricht hier von einem endliclien Sprung. 
_i 

Die Funktion f(x) = T -~^- ist fur ^==0 nicht definiert; es 1st 

e x + l 
aber lim f(x) = 1 und lim f(x) 1 ; bei ITberschreitung von 

a? = u x +0 

findet also ein Sprung von 1 auf 1 statt, wahrend sieh die Funktion 
im ubrigen stetig verlialt. 

Die Funktion /(x) - lim ^ (n - 1, 2, - - -) hat den Wert 0, 

n = <*1 -j- X" 

solange # >1; den Wert i, solange rc|<l; hingegen ist /(!) = 
^/(1) = Y? ^enn also OJ wachsend die Stelle 1 durchsehreitet, springt 

der Funktionswert von auf und unmittelbar darauf auf 1, und 

A ' 

das umgekehrte findet beim Passieren der Stelle 1 statt. 

Die Funktion /(x) = x [x], 
worin [x\ die algebraisch groBte in 
enthaltene ganze Zahl bedeutet 



0V V V \ ^^ und deren Bild in Fig. 27 angedeutet 
ist, bietet ein Beispiel von unendlich 
vielen endlichen Spriingen dar. Aus 
Fig! 27. defti Bilde waren eigentlich die 

Punkte in den Linien y = 1 und 
y = 1 auszuscheiden. 1st n eine positive ganze Zahl und 8 ein po- 
sitiver echter Brack, so ist 

wahrend /(n) n n = ist; 

"dhnlich fur negative w. 

3. Wenigstens einer der Grrenzwerte lim /(a?), lim /(x) existiert 



-/ 



nicht; es findet eine Unstetigkeit statt, was auch beziiglich /(a) selbst 
gelten moge. 
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Ein Beispiel hierzu bietet /(a?) sin an der Stelle x = dar 
(45,1.); denn lim sin existieren nicht, weil die Funktion, wie klein 

auch | x \ werden moge, niemals aufhort, zwischen 1 und 1 zu 
schwanken. 

4. Wenigstens einer der Grenzwerte lim/(#), lim/(#J ? ist unend- 

lich. Man nennt dann a eine Unendlictikeitsstelle der Funktion. 

JL_ 

Bei der Exponentialfunktion/(#) = e x ist Hm/(#) = 0, lim/(#) *= oc ; 

x- ar^-i-0 

setzt man also /(O) = fest, so verhalt sich /(x) links von stetig: 
wegen des rechtsseitigen Verhaltens ist aber x = ein Unendlich- 
fc keitspunkt. 

Die Funktion /(x) = hat zur Unendlichkeitsstelle^ und zwar 
ist lim /(re) = oo, lim f(x) oo. 

Auch /(x) -^5 hat die Unendlichkeitsstelle x = 0, hier aber sind 
lim_/(#) beide + - 

Die Funktion /(#) Ix hat lim /(a?) *> oo, existiert aber links 
von nicht (als reelle Funktion). 

Die Funktion /(a?) = tg x hat in a? y eine UnendlichkeitssteUe, 
indem lim tg x oo, lim tg a? - oo. Man priife das Verhalten 

aj y j: g- 

an den Stellen re = \ + nx, wo ^ eine (positive oder negative) ganze 
Zahl bedeutet. 

Ein eigenartiges Verhalten zeigt/(a?) tg 5 die Stellen x * jr 

sind Unendlichkeitspunkte und auch a? - ist ein Unstetigkeitspunkt, 
indem f(x) in einer beliebig engen Umgebung unendlich oft das ganze 
Gebiet der reellen Zahlen durchl'auft 

53. Stetigkeit von Punktionen mehrerer Variablen, Die 
Funktion /(a?,y) der unabhangigen stetigen Variablen a?, y, definiert 
fur einen abgeschlossenen Bereich P mit der Eandlinie C (4O, 48), 
heifit an der SteUe a? - a, y = 6 im Innern dieses Bereichs stetig, wenn 
sich zu einem beliebig Heinen positiven s ein hinreichend kleines 
positives S bestimmen laBt derart, daB 

solange | x a < 8, \y 6 | < o, v 
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1st; mit Worten, ^venn sich zu der Stelle a b erne (quadratformige) 
Unigebung von so kleiner Ausdehnung 2 d konstruieren laBt, daB jeder 
Funktionswert aus dieser Umgebung sich von jenem an der Stelle a & 
dem Betrage naeh um wemger unterscheidet als . 

Naeh den Ausfuhrungen in 4:8 ist diese Definition gleicbbedeutend 
mit der Erklarung des Ansatzes 



Befindet sich der Punkt a 1) auf der Randlinie C, so ist die Um- 
gebung auf jenen Teil einzusehranken, der dem Bereiche P angehort. 

Die Funktion f($,y) heifit stetig im Bereiclie P, wenn sie den Be- 
dingungen (5) in alien Punkten von P geniigt. 

Verfolgt man eine in diesem Sinne stetige Funktion langs 
einer in P verlaufenden Linie ; so verhalt sie sich als stetig; insbe- 
sondere auch dann, wenn man sie langs einer Parallelen zu einer der 
Achsen OX, OT verfolgt. Das zu 48 beigebrachte Beispiel allein. 
geniigt aber ; um die Umkehrbarkeit dieses Sachverhaltes auszuschliefien: 
die Funktion f(x,y) braucht an einer Stelle a & nicht stetig zu sein, 
^enn /"(,&) als Funktion von x stetig ist bei x = a und f(a,,y) stetig 

ist bei y = &. Die Funktion f(x,y) = f^* ^ dem zitierten Bei- 

x~-\-y- 

spiel ist langs jeder durch die Stelle | gezogenen Greraden stetig, 
weil konstant, sie ist aber nicht stetig an der genannten Stelle selbst, 
weil sie hier nicht definiert ist. 

Wichtig ist es, die gleichmafiige Stetigkeit hervorzuheben, die wie 
bei Funktionen einer Variablen eine notwendige Folge der Stetigkeit 
im abgeschlossenen Bereich ist; sie besteht darin ? da6 sieh zu einem s 
ein d bestimmen lafit derart, daB 

l/(*",y'0-/(^y / )l<, 

solange \x"-x'\<8, |y" -/[<*, (7) 



Die Definition der punktuellen Stetigkeit einer Funktion zweier 
Yariablen ist wortlich auf eine Funktion f(x v x^ #J ubertragbar^ 
die von n Variablen abhangtj man wird sie in dem ,,Punkte" a \ a 2 - a n 
ihres , ? Definitionsbereichs" E n stetig nennen, wenn zu einem festge- 
setzten s ein hinreichend kleines 6 bestimmbar ist derart ? daB 



solange | x l a x |<d, |# 2 a. 2 \ < S, \x n a n <8, (8) 

| a i *i | + | a* - 02 + + | # n - a n | > S 

ist; und stetig im Bereich R n , wenn sie diese Eigenschaffc in jedem 
Punkte des Bereiehs aufweist. 
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IV. Abschnitt. 

Elemente der Differentialreclinung. 

1. Der Differentialquotient und das Differential. 

54. Begrifif des Differentialciuotienten. Unter den Fragen, 
die sich beim Operieren mit Punktionen einstellen, 1st eine der 
wichtigsten auf die Anderungen gerichtet, welehe die Funktion bei 
bestimmten Anderungen der Variablen erfahrt, und zwar auf die 
Anderungen im groBen und kleinen; denn sie maclien das aus, was 
man den Verlauf der Function nennt. 

Es sind also Denkprozesse von fundamentaler Bedeutung fur die 
Analysis, an deren Erklarung jetzt geschritten werden soil. In erster 
Linie wird dabei an Funktionen einer Variablen gedacht werden. 

Es sei y=f(%) eine in dem Intervall (,/}) eindeutig definierte 
und stetige Funktion; unter x moge jetzt ein bestimmter Wert im 
Innern des Intervalls verstanden werden. Bei dem Ubergange von x 
zu dem ebenfalls in (a, ft) liegenden Werte x + h, wobei also die 
Variable die Anderung 

4 x = I 

erf ahrt, geht^der Wert der Funktion in f(x + Ji) uber und erleidet 
die Anderung 

4y = 4f(x) -/(a; + Ji) -f(x). 

Je grofier bei einem festgesetzten 4x das 4y, oder je kleiner 
bei einem angenommenen 4y das zugehorige dx ausf'allt, umso 
starker, wird man sagen durfen, liat sich die Funktion bei dem be- 
schriebenen tJbergang von der einen Stelle ihres Bereichs zu der 
andera geandert, so dafi in dem Quotienten 



dx Ax h 

ein geeiguetes Ma/3 fur die Stdrke dieser Anderung zu erblicken ist. 
Da dx, 4y Differences zwischen zwei Werten von x, bzw. y darstellen, 
so bezeiclinet man sie als Differetvs der Variable)^ bzw. Different der 
Funktion und nennt (1) den Differenzengiiotientm, gebildet an der 
Stelle x mit der Differenz dx = h. 

Der Differenzenquotient erfordert also zu seiner Bildung zwei 
Stellen des Bereichs ; laBt man die zweite der ersten unbegrenzt sich 
nahern, h also gegen die Grrenze konvergieren, so strebt wegen der 
vorausgesetzten Stetigkeit von f(x) auch der Zahler von (1) der Null 
als Grrenze zu. Man hat es also mit dem Quotienten zweier unend- 
lich kleinen GrroBen zu tun, der je nach der Ordnung dieser GrroBen 
einer bestimmten endlichen Grrenze oder der Grrenze oder der Grenze oo 



5M .biemente aer .umerentiau'ecjinung. i. uer jjmerenuiutiuouem; new. 

fmit "bestimmten Vorzeichen) zustreben oder unbestimmt bleiben kann. In 
den drei erstgedachten Fallen, wo ein Grenzwert (im weitesten Sinne} 
existiert, nennt man eben diesen Grenzwert den Differentialquotienten, 
die Derivierte oder die AUeitung der Funktion f(x) an der Stelle x\ 
er ist ein J/ay3 fur die Starve der Anderung der Fnnldion an dieser 
Sidle. 

Dieser Grundgedanke bedarf aber nocb. einer genaueren Ausfiibrung, 
Bei der Allgemeinneit, welche wir dem Funktionsbegriff unterlegen 
nuissen, konnen selbst bei der Einschrankung, die in der geforderten 
Stetigkeit liegt, so mannigfache Erscheinungen auftreten, da6 wir ge- 
notigt sind zu unterscheiden, ob Ji von recbts oder links sich der Null 
nahert. Existiert 



so soil er als rediter Differentialquotient, und existiert 



so soil er als linker Differentialquotient an der Stelle x bezeichnei 
werden; existieren aber beide und stimmen sie miteinander tiberein, 
so dafi man sie gemeinsam unter das Symbol 



stellen kann ? so spricht man yon einem Differentialquotienten sdilecht 
weg ? auch von einem vottstcindigen oder eigentlichen. 

Es liegt in der Natur der Sacbe, daB es an der Stelle a nui 
einen reebten, an der Stelle /3 nur einen linken Differentialquotienten 
geben kann. 

Bei den Funktionen, welcne wir bier zu betrachten haben werden 
ist der Fall eines eigentlichen und endlichen Differentialquotienten 
typisch 5 die Falle eines bloB rechten oder bloB linken ; beiderseits ver- 
schiedener ; eines unendlichen und der Mchtexistenz eines Differential- 
quotienten bilden Ausnahmen. 

Wenn daher in der Folge von der Existenz eines Differential- 
quotienten oder von der Differeneierbarkeit einer Funktion an einei 
(inneren) Stelle x wird gesprocnen werden, so soil darunter immei 
ein endlicher Differentialquotient von der Bildungsweise (2) gemeinl 
sein. Mit diesen Festsetzungen kann man sagen: 

Der Differentialquotient einer Funktion f(x) an einer Stelle x isi 
der Grenewert, gegen den der an dieser Stelle gebildete Differences 
quotient konvergiert, wenn die Anderung h der Variallm, sei es durch 
positive, sei es durch negative Werte, der Grense Null sich naliwt 

Es ist oben bemerkt worden ; daB der Differentialquotient ein 
MaB ftir die Starke der Anderung der Funktion an der betreffenden 
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Stelle sei. Wie jedes MaB erfordert auch dieses eine Einheit\ diese 
1st in der Starke der Anderung der Yariablen selbst gegeben. 1st 

namlich f(x) x, so ist der Differenzenquotient ?-j_J_T^^ a i so &uch 

der Differentialquotient, und zwar an jeder Stelle, =1. An einer 
Stelle also, an welcher der Difi'erenzenquotient groBer (kleiner) ist 
als 1, andert sieh die Punktion starker (schwaeher) als die Variable; 
dabei komrnt zunachst nur der absolute Wert des Differentialquotienten 
in Betracht. 

55. Die abgeleitete Funktion. PartieUe DiflFerential- 
quotienten. Besitzt die Funktion f(x) an jeder Stelle des Inter- 
vails (a, fh einen Dffierentialquotienten, so heifit sie in cliesem Inter- 
vail differenzierbar. Die Werte des Differentialquotienten mit den zu- 
geliorigen Stellen konstituieren dann eine neue Funktion von x, die 
man als abgeleitete, derivierte Funktion, auch kurz als Atileitung von 
/(%), aber auch als den Differentialquotienten von f(x) benennt-, zu 
ihrer Bezeichnung bedient man sich der Symbole 1 ) 



Die analytische Bedeutung der neuen Funktion ist also durch 
den Ansatz 



gegeben, der Grenziibergang bei unbestimmt gelassenem x ausgefiihrt. 
Im allgemeinen gehoren zu verschiedenen Werten von x auch 
verschiedene Werte von_/'(#); nur bei einer einzigen Funktion, nam- 
lich bei der rationalen ganzen Funktion ersten Grades, die man kurz- 
weg als lineare Funktion bezeichnet, ist /'(#) konstant. Ist nanilich 
f(x) = ax + 6, so ist der Differenzenquotient 



- ~ , 

folglich auch 

D x (ax + 6) a; 

das geometrische Bild dieser Funktion eine Gerade spricht es 

ganz deutlich aus, daB die Starke der Anderung uberall die gleiche ist. 

Setzt man in der letzten Formel a = 0, so geht sie iiber in 

VJ> - (4) 



1) Die drei Bezeichmmgen stammen der Reihe nach von G. W. Leibniz 
(in einem Manuskript V9n 1676), J. J. Lagrange (Thorie des fonctions analy 
tiqnes, 1797) und Arbogast (Calcul des Derivations, 1800). 



VMj lillemente der uitrerentiairecnnung. i. J^er jjinereniaaiquoueni; usw. 

und besagt nun, da/3 die Ableitung einer Jconstanten FunMon oder kur 
einer Konstanten Null ist 

Hit a = 1 und 6 = ergibt sich die schon frtiher festgestellt 
Tatsache 

D x a?-l, (5 

daft die Ableitung der Variablen selbst gleicfi 1 ist. 

Der Begriff der Differentialquotienten, der hier ausdrucklich fii 
eine Funktion einer Yariablen entwickelt worden ist, laBt sich durcl 
folgenden Gedankengang auf eine Funktion mehrerer Variablen uber 
tragen: Man erteilt alien Variablen, bis auf eine, feste Werte, be 
trachtet die Funktion als von dieser einen allein abhangig und fiihrt ai 
ihr den durch (3) angezeigten GrenzprozeB aus. TJnter diesem Gesichts 
punkte gebildete Differentialquotienten nennt man partielle Differential 
quotienten oder Ableitungen in bezug auf die betreffende Variable 
Bei einer Funktion z = f(x } y) zweier Variablen hat man deren zwe 
zu nnterscheiden und gebraucht dafiir eines der Zeichen: 1 ) 



ctx > dy ' dx' ay' x > 
Allgemein: Ist u =f(x, % 2 , - a? n ), so definiert 



* 



Ji = 

den partiellen Differentialquotienten von u in bezug auf a? t , der mit 
o^ bezeichnet wird. 

56. Phoronomische und geometrische Interpretation des 
Differentialquotienten. Sobald man das Gebiet der Anwendungen 
der Analysis betritt, sind x und f(x) die MaBzahlen fur irgendwelche 
Toneinander abhangige GrroBen, und je nach der Bedeutung dieser 
letzteren erlangt auch der Differentialquotient eine spezielle Bedeutung. 
An dieser Stelle sollen jene zwei Falle besprochen werden, von welchen 
die Differentialrechnung ihren Ausgang genommen, und die ftir zwei 
grofie Gebiete von grundlegender Bedeutung sind: fur die Bewegungs- 
lehre (Phoronomie) und die Geometrie. 

1. Es sei x die von einem bestimmten Augenblicke an gezahlte 
Zeit, die ein in gerader Linie sich bewegender Punkt gebraucht hat, 
nm den Weg /(x) zuriickzulegen; dann ist /(x + V) der in der Zeit 
x + h vollendete, somit f(x + ti) f(x) der in dem Zeitintervall 
(a?, x + Ji) zurtickgelegte Weg. Ware die Bewegung eine gleichmafiige, 
d, h. eine solche, bei welcher in beliebig groBen gleichen Zeitab- 

1) Die Anwendung des ft neben dem Leibnizschen d stammt von C. G-. 
J Jacob! (Journal von Crelle, Bd. 22) und ist jetzt fast allgemein gebrauchlich. 
Paneben gehen noch andere Bezeichnungen, so z. B. f x ,f' y \ / t (fl5,y), fifay) u. a. 
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schnitten gleiehe TTege zuriickgelegt werden, so stellte der Quotienl 



die Gresclncindigkeit, d. i. den in einer von den Zeiteinheiten, in weleher 
x und h ausgedriickt sind, beschriebenen Weg dar. 

Auf eine ungleichmafiige Bewegung lafit sich dieser Begriff der Ge 
sehTrindigkeit nicht unmittelbar iibertragen; der angeschriebene Quotien 
bedeutet nunmebr die wahrend des Zeit inters alls (z, x + li) auf di< 
Zeiteinheit durchschnittlieh entfallende Weglange: je kiirzer das Zeit< 
intervall, urn so geringer die Veranderliehkeit der Bewegung wahrenc 
desselben, umso naher rtickt die Bedeutung des Quotienten der eine] 
Geschwindigkeit; und nahert sich der Quotient bei stetig gegen If 
abnenmendem li einer Grenze, so wird diese ; 



AaO 



als die im Augeyiblicke x herrschende G-escliivindig'keU erklart. 

ITenn also f(%) den bei geradliniger Beiceyung in der Zeit x zu 
riiclcgelegten Weg ausdrucM, so hat der Differmtialguotient f\x} die Be 
deutung der am Ende dieser Zeit lierrsdienden G-escJuvindigkeit. 

Mit Hilfe des Bewegungsbegriffs kann dem Differentialquotientei 
eine bemerkenswerte Deutung gegeben werden. Stellt man sicn vo 
die Variable x durchlaufe ibr Intervall (a, /3) gleichmaBig, so durct 
lauft die Funktion ibren Bereicn im allgemeinen ungleicnmafiig-, bi 
zu dem Zeitpunkte ? in welchem die Variable den Wert x, die Funktio 
den zugeordneten Wert f(x) angenommen, sei die Zeit t verflossei 
und in dem weiteren Zeitintervall t mogen die Werte x + h un 

f(x + Ji) zustande kommen; dann ist = c die Geschwindigkeit, mi 

welcher x sein Intervall durcnlauft, und der Grenzwert von "^ ^ 

fur lim x = die Gescbwindigkeit, mit der sicn f(x) am Schluss 
der Zeit t in seinem Bereich bewegt; da nun 



und Ji mit t gleicbzeitig gegen Null konvergiert, so ist der Differentia 
quotient das Verbaltnis der Geschwindigkeiten, mit welcben x UD 
f(x] sich im gegebenen Augenblicke in ihren Bereichen andern. Ma 
kann somit den Satz aufstellen: Der Differentialquotient einer Funktic 
f(x) an ein&r SteUe x ist die Geschwindigkeit, mit der sich die Furiktic 

Ozuber, HOhere Mathematik. 7 
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an dieser Sidle cinde-rt, tvenn sich die Variable x gleiclimafiig mit d( 

Cn it]iift)iJ!'/J:i'F 1 andert 1 ). 

2. Man betraehte x als Abszisse und f(x) = y als Ordinate ein< 
Punktes Jf in einem rechtwinkligen Koord 
natensystem; wahrend x das Intervall (a, jt 
durchlauft, beschreibt Jf eine Kurve Al 
Fig. 28. Die den Abszissen OP = x und Oj 
= x + Ji entsprechenden Punkte haben d 
Ordinaten PM-f(x\ FH'-f(x + K) un 
bestimmen eine Sekante, deren Richtung durc 
den Winkel QMS = cp festgelegt werden 
28 - dann ist 




. 

Konvergiert A gegen die Grrenze Null, so nahert sich M' langs d< 
Kurre dem Punkte M, und die Grerade MS dreht sich dabei um de 
Punkt M. Die Aussage, der Differenaenquotient konvergiere dab< 
gegen eine bestimmte Grenze, ist gleichbedeutend mit der Aussag< 
die Sekante nahere sich einer Grenzlage; die Grenzgerade MT neni 
man die Tang&nte der Kurve im Punkte Jkf; wird ihre Richtung durc 
Angabe des Winkels QMT = a beschrieben, so hat man fur diese 



A=0 * 

1st also y f(x) die auf ein rechtwinJdiges Koordinatensystem & 
zogene GleicJiuny einer Kurve, so Jiat der 0u einer Stelle x gehorit 
Differeniialquotientf'(x) die Bedeutung der trigonowietrischen Tangen 
jenes Winkels, d&n die Tangente der Kurve in dem zur Abszisse x g 
Jiorigen PunJcte mit derpositiven Richtung der Abszissenachse einschliefit* 

Die Existenz eines eigentlichen Differentialquotienten an der Stel 
x, oder ? was dasselbe besagt ; die tlbereinstimmung des rechten un 
linken Differentialquotienten hat die geometrische Bedeutung, dafi sic 
Sekanten, welche die Kurve rechts von. M schneiden ; derselben Gren 

1) Von Betrachttmgen dieser Art ist J. Newton bei der Begrimdung d 
InfinitesimaLrechming (erste PubliziemngldS? in den Prindpia mathematica philos 
phiae naturalis) ausgegangen; an die Yorstellung des VerflieBens der Zeit a 

. kniipfend nannte er die Yariablen Jiluenten und die lnderungsgeschwindigkeit( 
Fluxionen, die Infinitesimalrecnnnng FluxionskalMl. NewtonsBezeichnung fi 

y 

den Differentialqnotienten von y = f(x] ist - und eiklart sich aus obiger Da 

legnng. 

2) Das Problem der Tangent enbestimmtmg einer ebenen Znrve bildete b 
Leibniz den Ausgangspunkt for die Erfindung der Differentialrechnnng (ers 
Publiziernng 1684 in den Leipziger Acta eruditorum), der er auch den Nam( 
gegeben. 
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lage nahern wie die links Ton J/ schneidenden, da8 also die Kurve 
im Punkte M. nur eine Tangente besitzt. 

Auf die eben ausgefiihrte Betraehtung griindet sich die Aussage, 
eine Tangente habe mit der Kurve zwei vereinigt liegende Punkte 
gemein, die zusammen den Seriilinmgspunld ausmachen. 

57. Stetigkeit uud Differenzierbarkeit. Beispiele beson- 
derer Falle. Die Existenz eines endlichen Differentialquotienten an 
einer Stelle x setzt Stetigkeit der Funktion in der Umgebung dieser 
Stelle voraus; denn ; soil der Differenzenquotient (1) bei gegen Null 
konyergierendem Nenner einer bestimmten endlichen Grenze (oder der 
Grenze 0) sich nahern, so inuB auch sein Zahler gegen Null abnehmen; 
das aber erfordert die Stetigkeit der Funktion. Umgekekrt folgt aus 
der Existenz eines endlicben Differentialquotienten die Stetigkeit der 
Funktion an der betreffenden Stelle. 

DaB aber die Stetigkeit keine zureichende Bedingung fur das 
Vorhandensein eines Differentialquotienten uberhaupt ist nnd auch 
nicht hindern kann, daB der rechte und linke Differentialquotient ver- 
schieden ausfallen ; wird aus den folgenden Beispielen hervorgehen, die 
im Grunde genommen recht einfach definierte Funktion en betreffen. 
Durch Heranziehung komplizierterer analytischer Hilfsmittel ist es ge- 
lungen, Funktionen zu konstruieren, die trotz Stetigkeit an unzahlig 
vielen, ja selbst an alien Stellen eines Differentialquotienten entbehren 
und daher auch die Moglichkeit einer geometrischen Darstellung aus- 
schlieBen. Indessen geniige hier die bloBe Anfuhrung der Tatsache, 
da derlei Funktionen doch nur rein theoretisches Interesse besitzen. 1 ) 

1. Ist /(#) ^-y, solange x + und /(O) 0, so ist die so 

i + " 
definierte Funktion an der Stelle x == stetig und ihr Differenzen- 

quotient daselbst: 



_ 
h "" I 5 

l + e^ 
da nun 

lim - r- = 1 und lim - r- = 7 

h = ~Q 7i = + T 

1 + e * 1 -f e h 

so sind linker und reehter Differentialquotient verschieden. An dem 
Bilde der Funktion aufiert es sich derart ; daB im TJrsprung, durch 
den die Kurve vermoge der Definition von f(x) g^ht, nicht eine, 
sondern zwei Tangenten existieren, oder daB dort die Tangente eine 



1) Literaturaugaben fiber solcii besondere Funktionen findet man in E.Pascals 
Bepertorium der hSheren Mathematik, deutsch von A. Schepp, I. T., 1900. 
S. 110111. 

7* 
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plotzliche Richtungsanderung erfahrt, die Kurve selbst eine Eck 
aufweist. 

2. Es sei f(x) x arc tg--, solange x 4 s 0, und /(O) = 0. De 
Differenzenquotient an der Stelle x = 0: 

/ ft) _ 
7 ' 



konvergiert bei lim li = + gegen -^-, bei lim Ji = gegen 

U t 

f(x] zeigt also bei x = ein analoges Verhalten wie im vorigen FalL 

3. Die in 52, 2. eingefiihrte Funktion f(x) = x \x\ hat, wi 
ihr Bild, Fig. 29, zeigt, im allgemeinen den Differentialquotienten ] 
ausgenommen sind aber die ganzzahligen Stellen; an diesen existier 
wenn sie positiv sind, nur der reckte, wenn sie negativ sind, nur d* 
linke Differentialquotient; an der Stelle ist ein eigentlicher Dififi 
rentialquotient vorhanden. Wollte man an einer positiven ganzzahlige 
Stelle den linken Difierentialquotienten bilden, so ergabe sich c 
als Grenze eines Quotienten, dessen Zahler der 1, dessen negativ< 
Nenner der als Grenze zustrebt. Das Unendlichwerden des Diff 
rentialquotienten Itann also ein Zeiehen fur die Unstetigkeit der Fun] 
tion an der betreffenden Stelle sein. 

4. Ein interessantes Verhalten zeigt die Funktion f(x) = x \ 

L.SC , 

worin | 1 die algebraisch grofite in enthaltene ganze Zahl b 
deutet. 1 ) Bewegt sich x zwisehen und , so liegt zwisch* 

n und n + 1; in diesem Intervall ist also | l=7i und f(x} = nx,f(. 
also durch ein Stuck einer Geraden dargestellt, dessen Endpunkte d 



Koordinaten . /--TTYJ - /I haben; soniit besteht zwischen d< 

Koordinaten x \ y des ersten Punktes die von n una 
hangige Beziehung x + y = 1. Sobald x > 1 wird, blei 

2 /W "" ? weil dann [-~] = 0- Ahnlich fur negative 
Fig. 29 zeigt das Bild flir positive x und deutet sei 
Konstruktion an. Die Punkte in der Geraden y 1 
horen streng genommen nicht zum Bilde; der Punkt 
aber ist ihm zuzuzahlen, wiewohl es geometrisch unmogli 
ist, ihn zu erreichen; in diesem Punkte ist die B'unkti 
tibrigens stetig. Es gibt wieder unendlich vi< 
^ Stellen, an denen wegen Unstetigkeit nur < 
einseitiger Differentialquotient vorhanden i 




1) E. Cesaro, Lehrbucli der algebraischen Analysis usw., deutsch 
G. Kowalewski, Leipzig 1904, S. 223. 
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5. Die in 45, 2. eingeftibrte und 52, 1. neuerdings betracbtete 
Fiinktion 

f(x) = x cos bei x =*= 0, /(O > = 
ist an der Stelle # = stetig und hat hier den Diflerenzenquotienten 



der mit lim Ji = keiner bestimmten Grenze sicb nabert, sondern un 
aufborlich zwiscben 1 und 1 scbwankt Geometrisch bedeutet dies 
daB die aus dem IJrsprung auslaufende Sekante, indem der zweite 
Punkt immer naber an den ersten heranruckt, keiner bestimmter 
Grenzlage zustrebt, sondern fortwahrend zwischen zwei Lagen pendeH 
(ygl. Fig. 19). 

58. BegriflF des Differentials, Der begriffliche Inhalt dei 
Gleichung 



durcn die der Differentialqnotient an der Stelle x definiert wird, is 
der, daB die Differenz 

f(x + fy /(a?) f , ( ^ 
3f 7 W 

durcb. entsprecbende Einscbrankung yon h unter einen beliebig kleinei 
Betrag gebracbt werden kann; bezeichnet man sie mit , so ist bier 
nacb e eine mit li zugleicb unendlicb klein werdende GroBe und 

/(a? + A) -/()- /*/ + /* 
oder in andern, frtiber eingefubrten Zeicben gescbrieben: 



Von den beiden Teilen. der recbten Seite wird der zweite unendlicl 
klein von boberer Ordnung als der erste, sobald f'(x) einen bestimmtei 
von Null verscbiedenen Wert bat ; weil 

T 8 A 

lim -jrr\ = v: 

/ (a?) ' 

das erste Glied stellt also den Hauptteil der Anderung 4f(x) da 
und wurde von Leibniz unter dem Namen Differential der Funktio 
mit dem Zeicben df(x) eingefubrt. Darnacb ist zunacbst 

df(x) =*/'(x)4x; (8 

wendet man diese Formel auf die Funktion f(x) = x an ; so folgt 

dx = 4x, (9 

so daB bei dieser speziellen Funktion die Begriffe Differenz" un 
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^Differential" sich decken, wie ja fiir sie' auch Differenzen- und Diffe- 
rentialquotient ubereinstimmen; nach dieser Bemerkung kann also 

df(x)f(x)dx (10) 

geschrieben werden. 

Formell ist also das Differential df(x) einer FunJttion das Product 
aus ihrem Difterentialqiiotienten mit dem Differential der Variably 
legrifflicli stellt es eine Grofie dar, deren UnterscMed gegen die Ande- 
rung df(x) der Funktion durcli geliorige Einsclirarikung von dx wi 
Verhaltms zur letzteren Grrdfie dem Betrage nach beliebig ~klein gemaclit 
werden kann, indem zufolge (7) ; (8) and (9) 



Die aus der Definitionsgleichung (10) gezogene Folgerung 



hat nur die Bedeutung, es sei /'(#) der Grenzwert von -=p bei 

unendlicher Abnahme von z/#. Auf ihr beruht der Name ? ,Differen- 
tialquotien^ (Quotient aus dem Differential der Funktion durcli das 
Differential der Variablen) und die von Leibniz dafiir eingefuhrte 

-o - T. df(x) 

Bezeicknung d ^ 

Aus der Grleichung (10) erklart sicli auch die von Lacroix 1 ) 
fiir den Differentialquotienten eingefuhrte Benennung ;? Differential- 
koefzient r (Koeffizient des Differentials dx), der heute noch in engli- 
schen Schriften iiblich ist. 

Die Bestimmung des Differentialquotienten einer Funktion und 
ihres Differentials laufen hiernach im Wesen auf dasselbe hinaus; die 
primare Operation ist die Bestimmung des Differentialquotienten, man 
bezeichnet sie vorzugsweise als Differentiation. Wenn man trotzdem 
die Differentiale neben den Differentialquotienten weiterfiihrt, so liegt 
der Grund darin, dafi bei den Anwendungen auf Geometrie, Mechanik u. a. 
haufig die Aufstellung einer Relation zwischen den Anderungen mehrerer 
Funkfcionen einer Variablen den Ausgangspunkt bildet; ersetzt man 
die Anderungen durch die Differentiale, so komrnt man zu einer Re- 
lation, die, wie man sagt, ,,fur den Grenzzustand" richtig ist; analytisch 
heiBt dies, daB sie richtig wird, nachdem man sie durch das Differential 
der unabhangigen Variablen dividiert hat und zur Grenze tiberge- 
gangen ist. 

In den beiden Fallen von 56 hat das Differential folgende Be- 
deutung* 



1) Traite du Calcul differential et dn Calcnl integral, L Band, (1810), p. 240. 
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1st /(x) der in der Zeit x zuriickgelegte Weg, also f'(x) die am 
Ende dieser Zeit kerrscliende Gesclnvindigkeit, so stellt das Differential 
df(x) =f'(x)dx den in dem Zeitintervall (x.x + dx) beschriebenen 
Weg uniso genauer dar, je kleiner dx, und man kann dx so klein 
Tvahlen, daB der Unterschied zwischen dem wirklieh zuriickgelegten 
Weg A f(x] und diesem df(x] im Verhaltnis zu dx beliebig klein wird. 

Wird f(x) in den Ordinaten einer Kurve zur Darstellung ge- 
bracht, so ist df(x) =f'(x)dx = dx tg a = @JR_(Fig. 28) die Ande- 
rung, welche die Ordinate der Tangente bei dem tTbergange ron x zu 
x + dx erfahrt; dies unterscheidet sick von der Andemng der Ordi- 
nate der Kurve, von df(x) = QM r , umso weniger, je kleiner dx, und 
-wiederum kann dx so eingeschrankt werden, daB das Verhaltnis 



- . dem Betrage nacH beliebig klein wird. 

2. Allgemeine Satze fiber Differentiation. 

59. Ableitung einer Summe. Sind f(x\g(x) zwei in dem 
Intervall (a ? /?) stetige und differenzierbare Funktionen, so hat auch 
deren Summe f(x) + g(x) einen Differentialquotienten; denn der Diffe- 
renzenquotient 

+ -h)- {f(x } 4. g(x } } 



konvergiert unter den obigen Voraussetzungen mit gegen Null ab- 
nekmendem Ji gegen eine bestimmte Grenze: 

- (i) 



Die Formel kann leicht auf Summen aus einer beliebigen endlichen 
Anzanl von Summanden ausgedehnt werden5 sie spricht den Satz aus: 
Die AUeitung einer Summe 'koynmt gleicli der Summe der Ableitungm 
der einzelnen Summanden. 

Ist die Funktion g(x) konstant = c, so ist ihr Differentialquotient 
Null, Formel (1) gibtjdann 

D[/(aO + *]-D/(*). (2) 

Hiernach. verscluvindet ein honstanter Summand leim Differenzieren, 
mit andern Worten: Zivei Fitnlstionen, die sicli nur um eine additive 
Konstanie wneinander unterscheiden, haben gleiclie AbMtimgen. 

60. Afoleitung eines Produktes. Sind die Funktionen 
u=*/(x), v = g(x] in einem Intervall stetig und differenzierbar, so 
gilt dies auch von ihrem Produkt. 1 ) Der auf dieses beziigliclie Diffe- 
renzenquotient lafit folgende Umformung zu: 

1) Den Nacliweis der Stetigkeit iiberlassen wir dem Leser. 
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(x + X)g(x + K) - 

- 



g(x 



und konvergiert bei gegen Null abnelnnendem 7^ auf Grand der ge- 
macbten Voraussetzungen gegen 

D(iiv} = 2/2? + uv'. (3) 

Kommt zu uv nocli ein dritter von x abhangiger Faktor iv hinzu, 
der dieselben Eigenschaften besitzt wie u und v, so ist zunachst 

D{(uv)w] = wD(uv) + ww', 
daker nach Bentitzung von (3): 

D(iivw) =* u'vw + uv'w + wy^;'. (4) 

Die Formel lafit sicb. auf dem angedeuteten Wege auf jede end- 
liche Anzahl von Faktoren ausdennen, so daB man allgemein sagen 
kann: Die ANeitung eines ProduJctes von n Fiiriktionen einer Variablen 
icird gebildety indem man je einen Faktor des Produldes durdi seine 
Ableitung ersetzt und die so gebildeten n Produkte &u einer Summe ver- 
einigt. 

Ist in (3) einer der Faktoren konstant, etwa v = c, so ist v = 0, 
folglich 

D(cu) CM'. (5) 

Eiernach gelit ein kanstanter Faktor unverdndert als Faktor in die 
ANdtung iiber. 

Wird die Formel (4) auf n Funktionen/^a?),/^), - - -f n (x) aus- 
gedehnt und sodann durch deren Produkt dividiert 1 ), so ergibt sicb 
die Formel: 



aus ibr folgt weiter, wenn alle Faktoren ein und dieselbe Funktion 
f(x] bedeuten ; der Ansatz: 



T, -UI. f(XT 

woraus sicb ergibt: 

Fur /(#) ~ x bat man also 

* V^v 

1) "Was nur fur solche "Werte von x gescheben darf, fiir die keiner der 
Faktoren versckwindet. 
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Hierdurcli ersclieint die Ableitung der Potenz bestimmt, naeh dem Gauge 
der Heiieitung vorlaufig nur fur einen positiven ganzen Exponenten. 

61. Ableitung eines Quotienten. Der Quotient zweier in 
einem Intervall stetigen und differenzierbaren Funktionen u ~f(x) f 
v=*g(x) ist daselbst ebenfalls stetig und differenzierbar, sofem der 
Nenner v an keiner Stelle des Intervalls vearschwindet. Findet letzteres 
ein oder mehreremale statt, so hort der Quotient an solchen Stellen 
auf, definiert und im allgemeinen auch stetig zu sein; es gelten daher 
die nacnfolgenden Formeln mit AusschluB solcher singularen Stellen. 

Transformiert man den Differenzenquotienten wie folgt: 

f(pjh) _ /(a?) 
~ g(x) 



so fuhrt der Grenziibergang lim Ji = zu der Regel: 



Es ist also die AUeitung eines Bmclies gleicli dem Prodiikt des Nenners 
mit der Ableitung des Zahlers, vermindert um das Produld des ZdJilers 
mit der Ableitung des Nenners, die Different dividiert durcli das 
Quadrat des Nenners. 

Man hatte zu dieser Kegel auch von der Identitat 

u 

U as V 

V 

ausgeliend gelangen konnen-, denn aus ihr folgt nacn der Produktregel 



woraus sich fiir D (~\ wieder der frtiliere Ausdruck ergibt. 

Eine erhebliche Vereinfacliung ? die man sich oft zunutze machen 
kann, erfahrt die Formel (9), wenn der Zahler konstant, u = c ist; 
alsdann hat man 



*Setzt man hier c = 1 und v = x n mit positivem ganzen Exponen- 
ten, so ergibt sich unter Benutzung von (8): 

i, (11) 
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, wodurch die Giltigkeit der Regel (8) auch fiir ganze negative Exponen- 
ten erwiesen ist. 

62. Ableitrmgen inverser Punktionen. Ist (A, J3) das Wert- 

gebiet einer in dem Intervall a < x ^ /3 monotonen stetigen Funktion 
y =/(#), so gehort zu jedem Werte y aus (A, B) ein und nur ein 
Wert x aus (a, /3), so daB zugleich x als Funktion yon y bestimmt 
ist: x~q>(y) ? und zwar ebenfalls als monotone stetige Funktion. 
Wie schon in 4&, 2. erklart worden, heiBen derart bestimmte Funk- 
tionen inverse Funktionen; nun soil die einfaclie Bezieliung aufgezeigt 
werden, die zwischen ihren Ableitungen besteht. 

Sind namlich x, y und ebenso x + ^/n?, y + dy zusammen- 
gehorige Werte, so ist ~- der Differenzenquotient von /(x), ~^- 

der Differenzenquotient von <p(y)] beide Differenzenquotienten stehen 
im Verhaltnis der Reziprozitat zueinander und bleiben es, wie klein 
auch 4x und 4y werden mogen; folglich sind auch ihre Grrenz- 
werte, falls solche vorhanden und bestimmte von Null verschiedene 
Werte sind, also die Differentialquotienten von f(x) und cp(y), rezi- 
prok, d. L 

\. (12) 




Die Ableitungen zweier inversen Fmktionen sind also fur jedes Paar 
zusammengeJwriger Werte der Variablen x, y reziproJc. 

Konvergiert -j^ gegen die Grenze Null, so hat gleichzeitig ^ 
den Grenzwert oo und umgekehrt; ist also an einer Stelle D /(%) = () 
so hat <p(y) an der entsprechenden Stelle eine unendliche Ableitun^ 
und umgekehrt. 

Die Ergebnisse erlangen anschauliche Bedeutung, wenn man 
y -/(a?) als Gleichung einer Kurve, Fig. 30, auffaBt; die Kurve ist 
auch durch die Gleichung x^cpfy) dargestellt 
und der Unterschied beider DarsteUungen liegt 
lediglieh darin, daB das erstemal x, das zweite- 
mal y als unabhangige Variable aufgefafit wird. 
Die ^Ableitung D x f(x) bestimmt die trigono- 
metrische Tangente des Winkels a, den die 
Taaigente MT mit der positiven Richtung der 
Abszissenachse bildet, J3 y <p(y) die trigonome- 
trische Tangente des Winkels 6, den dieselbe Tan- 
gente mit der positiven Richtung der Ordinatenachse einschlieBt, und 
da a + I -r ~, so ist tga tgS 1; dies also ist der geometrische la- 
halt der Formel (12). Wird in einem Punkte, etwa E, Df(x) 0, 
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so ist dort die Tangente parallel der Abszissenachse, also normal zur 

Ordinatenachse, folglicli Dq*(y) = oo an dieser Stelle. 

i 

Wendet man die Formel (12) auf den Fall y = x '', x=*y an ? 



i 



wo unter m eine positive ganze Zahl, unter x m der positive reelle 
Wert von >^ verstanden wird, und x auf positive Werte beschr'ankt 
bleiben muB, wenn m eine gerade Zahl bedeutet so findet sich mit Be- 
nutzung von (8): 



woraus 



my m ~ l 



und tr'agt man weiter in die Formel (7) f(x) = x m ein, so kommt 



dadurch ist die Giltigkeit der Formel (8) auch fur positive gebrocliene 
Esponenten dargetan. Wird schlieBlich in der Formel (10) c = 1 

n 

und v = x m gesetzt, so gibt sie mit Beachtung von (13): 



x 

wodurch. Formel (8) auci. auf negative gelrockene Esponenten erweitert 
erscheint. Sie gilt also fur jeden rationalen Esponenten. 

63. Ableitung zusammengesetzter Punktionen. Es sei 

u***<p(x) eine eindeutige stetige Funktion von x, *&=**/($ eme 
eindeutige stetige Funktion von u } so ist mittelbar y aucli eine ein- 
deutige stetige Funktion von %'y~f\jp($\i man nennt in solchem 
Falle y eine susammengesetzte Funktion von x oder auch eine Funk- 
tion von einer Fwiktion von x. 

Ein bestimmter Wert von x hat einen bestimmten Wert von u 
und dieser einen bestimmten Wert von y zur Folge, und besitzt y(ss) 
an der Stelle x und /(M) an der Stelle u eine Ableitnng, so liat auch 
f[y (a?)] an der Stelle x eine Ableitung. Geht jnan namlich von x 
zu x + 4x iiber, so erfahren auch u, y gewisse Anderungen ^/w, ^/i/ ? 
die wegen der vorausgesetzten Stetigkeit mit dx zugleich gegen Null 
konvergieren, und es ist 
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-7^ der Differenzen quotient von u in bezug auf x, 



zwisehen diesen drei Differenzenquotienten besteht aber die Beziehung: 

Ay _ dy du 
4x 4u Ax 



und bleibt in Greltung, wie klein auch dx werden moge; somit be- 
steht aucli zwischen den Grenzwerten die Relation: 



. (15) 

Ware = #(#), u g>(v), y =/(*), y also durch zweifache Ver- 
mittlung eine Funktion von x, so ergabe sicli durch ahnliche Schltisse 

D x y = D u yD v uD x v. (16) 

Urn also eine Yaritible y, die durch mehrfache eindeutige Vermitilung 
von u, v, w y - z mit der Variablen x 2usammenhangt, nacli dieser 
leizteren zu differenzierm, Wde man der SeiJie nacli die Ableitungen von 
y nacli u, vwi u nach v, von v nach w, - schliefilicli von s nach x f 
die samtlicti als vorlianden vorausgesetzt warden; dann ist die Alleitung 
von y nacli x gleich dem ProduMe alter dieser Ableitungen. 

Die Formel (7) erweist sich als ein besonderer Fall der Formel 
(15), wenn man hier u = ./(#)? y = u n setzt. 

Nimmt man in (15) u = ax + b, y = u n , wow nun jede rationale 
ZaJil bedeuten kann ; so ergibt sick: 



3. Differentiation der elementaren Fnnktionen. 

64, Die Potenz. Im Verlaufe des letzten Paragraphen wurde 
fiir die Differentiation der Potenz y = x? 1 die fur jeden rationalen 
Exponenten giltige Formel: 

Dotr^nx"-* (1) 

abgeleitet. Bei negativem n ist der Wert x = als Unstetigkeits- 
punkt auszuschlieBen. 

Diese Formel in Verbindung mit den Satzen des vorigen Para- 
graphen setzt uns in den Stand, alle espliziten algebraischen Funk- 
tionen zu differenzieren. 

1. Fur die ganze Fijnktion 

y = 0^0?+ a^x*- 1 + . - - + a n _x + a n 
hat man unmittelbar (59, (1), (2); 6O, (5)) 

+ (n T)a^x n ^-\ ----- h ^_r, 
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es ist biernacb die Ableitung einer ganzen Funktion eine ebensolche 
Funktion von nachst niedrigerem Grade. 
2. Die gebrochene Funktion 



= 
J 

lafit Differentiation zu an alien Stellen, an welchen der Xenner nicbt 
verschwindet, und zwar ist dann (61, (9)) 

,/ - ^fo^" 1 + " + *-!)- Z(mlx m - l +- + l> m _ l ) 

y - jv--9 

.4 _ 

So besitzt beispielsweise y = 4 ^ an jeder Stelle eine Ab- 

leitung, weil der Nenner fiir keinen reellen Wert von x versclrrcindet, 
und zwar ist 



~~ (a? 4 + l) s ' 

C 4 -f- 1 

hingegen wird y 4 _}-~- unstetig an den Stellen x = - 1 und x = 1, 

fiir welcne die Definition ibre Geltung verliert; so lange jedoch 
a? < 1, 1 < ^ < 1 und 1 < 2? ist, hat man 



3. Die Differentiation einer Wurzel aus einer rationalen Funktion er- 
ledigt sich durch Verbindung von 63, (15) mit den vorangehenden 

Fallen. Ist z. B. y = "|/ 8 J^ , so beacbte man zunachst, daB x auf 

das Inter rail 1 < x < oo besckrankt werden muB; setzt man u = JS^TJ ? 
so ist 



folglich 



65. Der Ziogarithmus. Der von der Funktion # = log a #, 
wo a > und a? > vorauszusetzen ist, gebildete Differenzenquotient 
lautet: 



setzt man darin = s > so vollfuhi't zugleich mit 7i den Grenz- 
sc 

ubergang zur Null; somit ist 
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Der bier auftretende Grenzwert hat in 47 den Gegenstand einer 
besonderen Untersucbung gebildet, und es 1st dort unter (14) die 
Zabl e fur inn gefunden worden. Man bat also endgiltig 

Dlog. *-.**-'. (2j 

Bei dem Anlasse ist aucb scbon ervrabnt worden , da6 das 
Logarithmensystem mit der Basis e das natiirliche genannt wird; jetzt 
sei hinzugefiigt, daB dieses System in der reinen Analysis das allein 
gebraucblicbe ist, wabrend sicb das praktiscbe Recbnen des gemeinen 
Logarithmensystems mit der Basis 10 bedient. 

Aus dem Ansatze 



folgt ? wenn man ibn im naturlicben System logaritbniiert, 

lz = log a x-la; (A) 

auf x = e angewendet gibt dies |1 =*log a 6 - la, woraus log a e = y- ? 
so da8 statt (2) aucb 

-Z>log a * = 4- (2*) 

gescbrieben werden kann. 

Die Gleicbung (A) drtiekt den Zusammenbang zwiscben den 
natiirlicben Logaritbmen und den Logaritbmen irgend eines kiinst- 
licben Systems aus; auf das gemeine System angewendet fubrt sie 
zu den Gleicbungen: 

Ix = 1 10 loga; , log^ = ^Zo;. (B) 

Die Zabl M=* ^ = 0-434294481 903 -.., durcb welcbe die natur- 
licben Logaritbmen in gemeine (ibergefiibrt werden, nennt man den Modul 
des gemeinen, ihren reziproken Wert = 1 10 2'302 585 092 994 , 

der das entgegengesetzte leistet, den Modul des naturlicben Systems. 
Durcb die Wall a e gebt die Formel (2*) fiber in 

;-, (3) 



eine Fonnel ; die durcb ibre Einfacbbeit diese Wabl der Basis recbt- 
fertigt. 

Die Formel (3) in Verbindung mit 63 gestattet, die Ableitung 
des Logaritbmus einer jeden expliziten algebraischen Funktion zu 
bestimmen. Ist z. B. 



so setze man ^ +*[/! + # 2 = M und bat nun 



Differentiation des Logarithmus und der Exponentialfunktion. HI 



folglieh 

DM 

^ 

Hat man weiter den Differentialquotienten von 



von 1 nnd 1 definiert 1st. so seize man u*** ~ rX 9 f = ]/w; als- 

i sc 



zu bilden, einer Funktion, seiche iiir alle Werte von x mit AussehluB 
von 1 
dann 1st 

mithin 



Sind / 1; #2 > ' ' ' ^ Ftinktionen von a?, deren keine an der be- 
trachteten Stelle x Null ist, so ist auch y = y\ y% 2/ w nicht Null und 

^ = ^ 1 +Z2/ 2 +--* + ^; 
durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sicn 

JL , !i 4. j j _____ LJ^. 
y 2/i 2/2 2/ w ' . 

die rechte Seite wird die logarifhmische Ableitung des Prochtlis y ge- 
nannt; ihre Multiplikation mit y fohrt zum Differentialquotienten des 
Produkts selbst (6O ? (6)). 

66. Die Exponeutialfunktion. Die in 39, II, 5. entwickelte 
Definition der Exponentialfunktion y = a x setzt a>0 voraus; aus 
ilir folgt durch Umkekrung % = log a y. Dem Satze in 62 zufolge 
ist also 



und mit Benutzung von (2*) folgt daraus 

Da x =a x la. (4) 

Insbesondere hat man fur die Exponentialfunktion y = e 2 , die 
in 47 unter dem Namen der nattirlichen Potenz eingefuhrt worden ist> 

De*^?. (5) 

Die naturliclie Potenz ist die tinzige FunUion, die sich leim Differen- 
zieren unverdndert reprodu&iert. 

Ist der Exponent einer Exponentialfunktion eine explizite alge- 

braische Funktion von x, so kann die Differentiation auf Grund des 

i 

Satzes 63 ausgefuhrt werden. Ist z. B. y = e x ~ a , so gilt bei Aus- 
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schlufi der Stelle x = a 



Wahrend bei der Potenz der Exponent, bei der Exponential- 
funktion die Basis konstant ist, konnte es als "wesentliche Erweiterung 
4es Potenzbegriffs erseheinen, wenn man Basis und Exponenten als 
variabel voraussetzt. Sind aber u , v Funktionen von x und y = u* 
(Voraussetzung: it > 0), so kann dafiir y = e olu geschrieben, also die 
Exponentialform hergestellt werden; von dieser aus aber ergibt sich 

it' = 6 vlu (v'lu -J 1 = wflv'lu -J- I 

\ u ) \ u / 

In dem einfachsten Falle u = x, v = x hat man 

Da? x* (Ix + !) 

67. Die trigonometrischen Funktionen. In 43, 4. ist die 

Periodizitat als eine wesentliche Eigenschaft der trigonometrischen 
Funktionen hervorgehoben worden. Da nun periodische Funktionen 
an Stellen, die sich um ein Vielfaches der Periode unterscheiden, in 
alien Belangen gleiches Verhalten zeigen, so weisen sie daselbst aucb 
gleiche Ableitungen auf; das heifit aber nichts anderes als ; daB die 
Ableitungen der trigonometrischen Funktionen selbst wieder periodische 
Funktionen mit der gleichen Periode sind. 

Wegen der Beziehungen, die zwischen den trigonometrischen 
Funktionen eines Bogens bestehen, lassen sich aus der Ableitung einei 
von ihnen die Ableitungen aller andern gewinnen. Wir wahlen als 
Ausgangspunkt 

y = sinrc. 
Der Differenzenquotient 

/ . 7i\ . Ti . h 

rinte + W-riaa 2c08^ + Y jsm y 7 t \ SU1 T 

L^_ _ co B ( a! + T )^- . 

2 

. h 

sin 

Q 

konvergiert wegen der Stetigkeit von cos x, und weil lim 7 = 1 is1 

h 

Y 
(4:4, 6.) gegen cos x 5 mithin ist 

D sin x = cos x . . (6' 

Da nun cos x = sin (~ x\ und ~ x die Ableitung 1 hat 
so folgt mit Anwendung von (6) 

D cos x = D sin hr xj cos (~ x\ 

d. i. 

D cos x = sin x . (T 
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Fiir y = tg x = ~~ und y cotg# ^ erhalt man aaf Gbrund 

der Regel fur die Differentiation eines Quotienten und mit Benutzung 
yon (6) und (7): 

^, cos 2 # + sin 2 o; -^ , sin 2 # cos 2 # 

JJ tg X = -- - -- . D COtcr = ----- _ -- 
cos-# 7 & sm 2 ^ 7 

also endgiltig 

Dtg#==sec 2 ,r (8) 

D co tg x = cosec* js . ^9) 

Diese Pormeln gelten jedoch nur unter Ausschlufi der Unstetigkeits- 
stellen, bei tgo; also mit AuschluB der Stellen (2n + 1) -~, bei cotgar 

mit AusschluB der Stellen wnr ; wobei n jede positive und negative 
ganze Zahl, die Null inbegriffen, bedeuten kann. 

SchlieBlich erhalt man naelt der Vorscbrift 61 7 (10 ,) und mit Be- 

nutzung von (6), (7) fur ?/ = sec a; =- - und 11 = cosecx = -: : 
\ n \ } j s? j sm / 



cosa? 
D sec x = = = sec xigx (10) 

COS s iC ^ / 

T\ COSX , ,'11 \ 

Ucosecx = -- ^^ cosec # cotg ^ : 11) 

Bin-ss ' ' 

auszuschliefien sind dieselben Stellen wie bei tgrc, bzw. cotgrt\ 

68. Bie zyklometrischen Punktionen. Bei der Differentia- 
tion dieser Punktionen kann man sick auf jenen Abschnitt bescliranken, 
der die Hauptwerte der jeweiligen Funktion zusammenfafit; denn jeder 
andere Abschnitt setzt sich aus dem Hauptwert und einer Konstanten 
additiv zusammen (43, 5.). 

1. Aus y = arcsin x, wobei 1 <^ x <^ 1 und ~ ^ y ^ ~ , 

folgt durch Umkehrung x = sin.y; daher ist nach der in 62 abge- 
leiteten Regel: 

D arcsin x D sin y == 1 ; 
woraus 

D arcsin x = - = -=. --- : (12) 

cosy T/JL _ x * 

die Wurzel ist positiv zu nelimen 7 weil ^osy in dem. bezeichneten 
Intervall positiv ist. 

2. Aus y = arc cos %, wobei 1 < x ^ 1 und ^ y <J ^, ergibt 
sieh x = cos y und hiermit weiter 

D arc cos x D cos y = 1 , 
woraus 



Czuber, Hohere Mathematife. 
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die Wurzel ist wieder positiv zu nehmen, weil sin?/ in dem bezeich- 
neten Intervall von y positiv ist. 

3. Kehrt man y arctg#, wo bei unbeschrankt variablem x das 

y an das Intervall ~ < y < ~ gebunden ist, um, so entstehi 
# = tg?/, und die Beziehung 

Darctg# Digy = 1 
liefert 



4. In derselben Weise ergibt sich aus der Umkehrung von 
y = arc co tg re (x unbeschrankt, < y < a) x == cotg?/, tmd aus 

D arccotg ij? D cotg / = 1 
folgt 

Darccotgo; - - - - 5 - (15] 



Der Zusammenhang der Formelpaare (12), (13) und (14), (15" 
erklart sich aus den in 43 nachgewiesenen Formeln: 

arc sin x + arc cos x = y 

arctg# + arccotga? == y 

Auf die Funktionen arcseca? und arccosecas soil hier wegen ihrei 
seltenen Verwendung nicht eingegangen werden; indessen wiirde ihr< 
Differentiation nach dem vorausgeschickten keiner Schwierigkeit be 
gegnen. 

Die Formeln (1) bis (15) dieses Paragraphen und die allgemeinei 
Satze des vorigen reichen aus, um alle aus den elementaren Funk 
tionen durch eine endliche Folge von Operationen gebildeten Funk 
tionen zu differenzieren. 

69. Die Hyperbelfunktionen. Zu den elementaren transzen 
denten Funktionen zahlt man auch die Hyperbelfunktionen, so genannt 
weil sie geometrisch mit der gleichseitigen Hyperbel in ahnliche] 
Weise zusammenhangen wie die trigonometrischen (Kreis-)Funktionei 
mit dem Kreise. Sie sind um die Mitte des 18. Jahrhunderts vor 
V. Riccati mit den heute tiblichen Bezeichnungen eingefuhrt unc 
besonders von Lambert weiter ausgebildet worden. 

Ihre analytisclie Definition kann mit Hilfe der natiirlichen Ex 
ponentialfunktion wie folgt gegeben werden. Ist u die unbeschrankt* 
reelle Variable, so wdrd 



Kosinus (cosh u) 
als hyperbolischer Sinus (sinh ti) 



Eyperbelfonktionen. Hi 

von w erklart; mit Hilfe dieser beiden Funktionen definiert man di< 
hyperbolische Tangente, Kotangente, Sekante und Kosekante gan; 

nach Art der trigonometrischen Funktionen, indem man schreibt: 

, , sinhit , , coshw , 1 ,1 

tgn u = r , cotgn u = -r-v . SQGRU = v , cosech u =- -r - 

& coshtt ? smhw ? coshw^ sinhw 



Aus diesen Definitionen lassen sich Relationen zwischen den ge 
nannten Funktionen ableiten ; ebenso zahlreich wie die trigonometrischei 
Formeln und von ahnlicher Bauart. Einige davon mogen hier zu 
sammengestellt werden. 



. _ 

cosh u = ~ -- , sinh u = - 5- - 

folgt mit Rticksicht auf die anderen Definitionsfonneln unmittelbar 

cosh u + sinh u e u 

cosh u sinh u = e~ u 

cosh 2 ^ sinh 2 w = 1 

tgh 2 u + sech 2 u =1 

cotgh 2 u cosech 2 u 1 ; 
die leicht zu ei-weisenden Identitaten: 

2u _ - 2 u = _ 



schreiben sich nunmehr: 

sinh 2u == 2 sinh 24 cosh z^ 
sinh (w + v) = sinh w cosh v + sinh i; cosh u, 
cosh (w + v) cosh ^ cosh v + sinh w sinh v. 

Die Differentiation der neuen Funktionen ist auf die der Ex- 
ponentialfunktion zuruckgefuhrt; es ergibt sich: 

e u _ e u 
D cosh M = - 5 - = sinh u, 

e u 4- e~ u 
D sinh u = -^ - = cosh u\ 

-n , T_ cosh 2 w sinh 2 w , 9 

- ^ M -- ^E^ -- sech M > 

^ , , sinh 2 w cosh 2 w , 

D cotgh ^ = - r-gg -- = cosecn^w; 



D sech u -- - - - tgh u sech u, 



D cosech u=* -- . , a = cotgh u cosech u. 
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Die geometrisclie Bedeutung der Hyperbelfunktionen ergibt sich 
aus folgender Betrachtung. Der Kreis in Fig. 31 sei urn mit dern 
Radius 1 beschrieben. 1st das BogenmaB des Winkels A 031, RS 
die in M an den Kreis gelegte Tangente, so hat man: 

OP = cosO, OB = sec0 
M P = sin 6, OS = cosec 



Wird nun RH senkreeht zu OX und gleich 31 R gernacht, so ist 
der Ort des so bestimmten Punktes H eine gleicliseitige Kyperbel, die 

A zu einem ihrer Scheitel hat; be- 
zeichnet man namlich die Koordinaten 
yon H mit x, y, so ist 

x = sec 6, y = tg 6, 
folglich 

Yergleicht man diese Grleichung mit 

cosh 2 u sinh 2 u = 1 ? 
so folgt, daB 

coshw = OR, 
sinh M == HR 
gesetzt werden kann. 
Man uberzeugt sich ferner, daB der Halbinesser OH der Hyperbel 
auf der Tangente in A eine mit HP gleiche Strecke abschneidet und 
daB die Tangente der Hyperbel im Punkte H durch P geht; denn 
es ist 

AV OA 




31 - 



woraus 



sin 6 == 



weiter ist der Eichtungskoeffizient der Tangente (56, 2): 

?/ 
aber auch 



sec0 ( 
so daB tatsachlich PH die Tangente ist. 

Auf Grund dieser Ergebnisse erkennt man ? daB ; ganz entsprechend 
den Kreisfunktionen: 

OR =- cosh H OP sech u 
HR = sinh w T = cosech u 

HP = tgh u HI = cotgh . 

Die Analogie erstreckt sich selbst auf die Bedeutung der Argu- 
mente: die trigonometrischen Funktionen konnen, da J-0 die Flache 
des Sektors OAMisij auch als Funktionen des Doppelten" dieses Sektors 



[Hyperbelfunktionen. 1 1 

aufgefafit werden; in der Integralrechnung wird gezeigt warden, da 
i it die Flache des Hyperbelsektors OAH ist. 

Der Zusamraenhang zwisehen den beiden Argumenten u y 8 ergib 
sich in folgender Weise: Die Relation 

cosh u + sinh u = e' c 
verwandelt sich ira Hinblick auf die Figur in 



die weitere Verfolgung dieses Ansatzes gibt: 



cosO . 

s 

woraus 

Diese Gleiclmng wurde bereits 1599 ; ako lange Tor der Einfiihnzn^ 
der Hyperbelfunktionen, von E. Wright gefunden als mathematisclie 
Ansdruck der Skala, nach welcher in der Mercator-Projektion di 
Punkte eines Meridians je nach ihrer geographischen Breite 6 in be 
zug auf das Bild des Equators angeordnet sind. Man nennt 6 di 
?r hyperbolisclie Amplitude" von u oder auch Lamberts transzendentei 
Winkel 1 ). 

7O. Beispiele. In den nachstehenden Beispielen ist der Diffe 
rentialquotient zunachst in der Form angegeben, wie er sich bei An 
wendung der 'Regeln unmittelbar ergibt ? an zweiter Stelle in seine 
einfachsten Gestalt, mit Fortlassung der Zwischenrechnungen 5 in de 
spateren Beispielen ist nur das Resultat mitgeteilt. 

1. Dx m (ax n + 

Y^\_(m + np)ax n + mV\. 



a~b 



4 D(ax + 6) Yax 2 



J ) Da die Hyperbelfunktionen sich auf verschiedenen Gebieten als zwecl 
maBig erwiesen, so sei angefahrt, dafi auch Tafeln derselben berechnet worde 
sind, so von Forti, Nuove tavole delle funzioni iperboliche, Rom 1892. 
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F) T) y<* + x * 
" 



6 7? 7 . 



a 



7. 
8. 

9. Z>? sin ax 



sin arc 



- A 7-v 7 

10. Dl cos a^ 



11. 



cos a a; 



a eotg a*. 



, 

a tor ^^. 




L m tg (f + f ) 

3 U F 2/ 



13. D, 



14. 



tg ^ + 



( +a! -'" 



Beisplele zur Differentiation. H9 



a #T 

, ___! x arc sin a? t 

"*~ j/nrp ' vT^P ** TS" ^" 

a sin# 



16. D (arc sin (g sin #) + arc cos (a cos a) 1 = - -f - .JL sin 5 

1/1 2 sin s a; 1/1 a a cos s a? 

[E5.c^2^ i 



2 (a + b cos ie; 

-< o T\ Z + a cos a; 1 

lo. x/ arc cos r- r ; 

a + 6 cos x 



-. / ^ /& + qcosa;\ 2 
r \a4~^ cosic / 



a(q~)-b cos x) sin # + & (b + a cos a?) sin x "\/a* b- 



(a + 6 cos #)* a + 6 cos re 

19. Z) arc sec rr = D arc cos = ~ - ^- = -- 



20. D arc cosec # = D arc sin - 



21. y = a?(l + # 3 ) 2 -3 rr s (l + rr 2 ) ; / 

-A 



22. y = 

23. y ^ + j sin 2o?; y' cos- ^. 



Oyi i i . 
24. j/ = a? 



25. # = sin a; -^ sin 8 #; y = cos 3 a:. 

26. y = -* cos 8 # cos #; /' = sin 3 ^?. 



y = -- 



a? arc sin x 
1) Der Bruch . . - a 1st hier als Produkt der drei Faktoren oj, arc sin x. 

- behandelt vorden. 



&lem. cier JJitterentiairecnn. 4. Odi-ze uu. a. ^usaximieuu. emer JP unKuon usw. 

29. y = 2 sin ]/# 2 ]/# cos >^; / = sin ]/# . 

30. jy -- arc cos ( 1 + 2x 2 ); 

31. y =- -g arc cos ( %x + 4o? 8 

32. y - i arc cos (1 - 8x 2 + Stf 4 ); 

5 2/' 



1 



33. y- 

34. y = 

35. y - 

36. ^/ 5 

38. y 

39. y: 

40. z/ = 

41. y< 



1 + x + a 2 



, # 

arctg ^n^; 



1 . 2 

arc sin 



l + o; 2 



^ arctg # l}/l + it 2 ; y' = arctg ii?. 
sinh 2 n? + - x^ y' = cosh 2 a?. 

T sinh 2a? - a;; y' = sinh 2 x. 
cosh a;; y' = tgh 



4:2. y 

43. t/ = I sinh r; T/' == cotgh x. 

4A. y 



l cosh x * tgh 2 a? 5 y' tgh 3 a;. 



4. Satze liter den Zusammenhang einer Funktion 

mit ihrer Ableitnng. 

71. Vorzeichen des Differentialquotienten. Yon einer Funk- 
tion f(x) sagt man, sie sei in der Umgebung der (Innen-) Stelle x 
ihres Definitionsbereichs (a, (f) wachsend, wenn sich eine positive 
Zahl d bestimmen lafit derart ; daB 

/(*-*)</()</(* + *) (1) 

fur alle < Ji < d. Besitzt die Funktion an der Stelle x einen 
Differentialquotienten, so kann dieser nicht negativ sein; denn aus 
(1) folgt: 



VorzeicHen des Differentialquotienten. 12' 

und da beide Differenzenquotienten mit limit = nach Yoraussetzunj 
einer und derselben Grenze /'(Y) zustreben, so kann diese nich 
negativ sein, da beide Briiche, wie klein auch 7i wird ? positiv bleibeu 
Die Funktion f(x) heiBt in der Umgebung der Stelle x ab 
nelinund, wenn sicli ein positives 6 bestimmen laBt derart, daB 

f(x - ft) >/(>,) >/0 + /O ( 2 

fur alle < li < 8. In diesem Falle kann der Differentialquotien 
an der Stelle #, wenn er existiert, nieht positiv seiu; denn aus 2 
folgt: 



es kann daher /'(#) als gemeinschaftliclie Grenze beider Brticne nich 
positiv sein. 

An den Stellen a, /J kann nur von einem rechts-, bzw. links 
seitigen Wachsen oder Abnehmen die Rede sein. 

Aus den vorstehenden Erwaguugen geht der Satz liervor: Wem 
die Funltlon f(x) in dem Intermll (a, (?) lestandig, d. h. in der Urn 
gebung jeder Stelle, ivdchst oder dbnlmmt und iiberall einen Differential 
qitotienten lesitzt, so kann dieser niemals negativ, bzic. niemals positiv seh 

In beiden Fallen ist also nicht ausgeschlossen, daB der Differential 
quotient an einzelnen Stellen Null werden kann. 

Unter den elementaren Funktionen haben wir folgende Beispiel 
bestandig wachsender und bestandig abnehmender Funktionen. 

Es ist Da x = a x la, folglich a z bestandig vraehsend ; wenn a > ] 
hingegen bestandig abnehmend ; wenn < a < 1 ist; & ist als 
waehsend. 

Aus Dl x = erkennt man, da x > ; daB Ix eine waehsend 

Funktion ist. 

Da J>tg# == sec 2 ^7, so ist tg# eine wachsende Funktion; in de 
Tat, indem x nacheinander die nieht abgeschlossenen Interval! 

^,!L 9 ^ ^ ^ durchlauft, geht igx beidemal durch das Intel 

vail ( oo, oo). 

In gleicher Weise schlieBt man aus D cotg x = eosec 2 x at 
bestandige Abnahme von cotg#. 

WeilDarctg^: t . - 2 . so wachst arctga? fortwahrend; tatsachlic 

1 ~4~ 3C" 

durchlauft es das Intervall ( ^, ), wahrend x von cc bis + a 
wachst. 

Aus D arccotg x = , i8 - schlieBt man in ahnlicher Weise a\ 

1 ~j~ X" 

die standige Abnahme von arccotg a?. 
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Man kanu und ist dazu unter Umstanden genotigt in Be- 
zug auf Zu- und Abnahme zwischen rechts- und linksseitiger Um- 
gebung unterscheiden. So sind die Funktionen f(x ) = x \x\ (52, 2.) 
und /(#) x [" ] (57, 4.) reclits von jeder Stelle "wachsend, sie sind 
es aber nicht in der Umgebung jeder Stelle, wegen der Unstetigkeits- 
punkte, daher auch nicht in einem Intervall, das einen oder mehrere 
Unstetigkeitspunkte enthalt. 

Wenn eine Funktion an einer Stelle trotz ihrer Stetigkeit da- 
selbst keine Ableitung besitzt, so kann auch nichts iiber Wachstum 
oder Abnahme ausgesagt ; daher auch keine geometrische Darstellung 
in der nachsten Umgebung gegeben werden. Dies trifft beispielsweise 
bei der schon wiederholt angefuhrten Funktion 

/fa?) = x sin fur x + 0, /(O) = 

2C 

an der Stelle # = Ozu; in der Tat 1'aBt sich keine noch so enge Um- 
gebung dieser Stelle abgrenzen ; innerhalb deren alle f(x) groBer oder 
kleiner als Null waren. 

72. Der Satz von Rolle. Wenn die Funktion f(x) in dem 
abgesclilossenen IntervaU &<%<Lfi stetig ist und an jeder Stelle im 
Innern einen endlichen oder letfimmt unendliclien Differentialguotienten 
lesitzt, w&fin ferner /(a) = und /(jJ) 0, so gibt es wenigstens eine 
Stells zwischen a und ft, an der /'(#) verscliwindet. 

Behielte die Funktion den Wert Null iin ganzen Interval! (oder 
auch nur in einem Teile desselben) bei ; so ware sie eine konstante 
Funktion und hatte als solche liberal! die Ableitung Null (55); der 
Satz bediirfte dann keines Beweises. 

Diesen Fall ausgeschlossen ; wird die Funktion von a an entweder 
wachsen oder abnehmen wir nehmen das erstere an; das Wachsen 
kann aber nicht durch das ganze Interval! anhalten, sol! f(ft) = 
werden, daher muB man zu einer Stelle | kommen, an der das Wachsen 
aufhort und das Abnehmen beginnt; diese Stelle ist dadurch gekenn- 
zeichnet ; daB sich ein positives 8 bestirnmen lafit derart ; daB 



fiir alle < In, < <J; zufolge der Beziehungen (1), (2) ist die Funktion 
an dieser Stelle weder wachsend noch abnehmend; ferner ist 



=1 - I > 

der erste Quotient kann mit lim h = nur einer positiven oder der 
Grrenze Null zustreben, der zweite nur einer negativen oder, der Grrenze 
Null; da aber beide Quotienten nach Voraussetzung einen gemein- 
schaftlichen Grenzwert haben ; so muB notwendig 
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sein, womit der Satz erwiesen ist. Im Falle des Abnehmens von 
a an ergeben sich analoge Schliisse. 

Bei geometrischer Deutung der Funktion hat der Satz von Rolle 
eine unmittelbar anschauliche Bedeutung. Eine Kurve AB, Pig. 32 7 
welche die Abszissenachse in den Punkten A, B Y 
sehneidet und an jeder Zwischen stelle eine einzige 
bestimmte Tangente hat (die auch parallel zu 
OT sein kann), besitzt mindestens einen Punkt 
Jf , in welchem die Tangente MT parallel der 
Abszissenachse ist. 

Die Voraussetzungen des obigen Satzes Fi s- 32 - 

konnen auch dahin abgeandert werden, daB/() =/(/3) = C sei; denn 
die Funktion f(x) C erfullt dann die Bedingung, bei a und ft zu 
verschwinden, ihre Ableitung ist aber wieder /"'(#) 

Die Funktion f(x) == (x a) (x 6) hat, um ein Beispiel an- 
zufuhren, in dem Intervall (a-, 6) die oben vorausgesetzten Eigenschaften; 
ihre Ableitung /'(x) = 2x a & wird denn auch Null an der 

zwischen a, I liegenden Stelle x = ^"~ . Desgleichen genugt die 

Funktion f(x) = sin x in dem Intervall (0 ? or) den Voraussetzungen 
des Rolleschen Theorems, und in der Tat verschwindet ihre Ab- 

leitung f'(x) = cos x an der Zwischenstelle x = ~ . 

73. Der Mittfelwertsatz. Wenn die Funktion /(x) in dem ab- 
geschlossenen Intervall a<^%^($ stetig 1st und an jeder Sidle im 
Innern einen endlichen oder "besiimmt unendliclien Differentialquotienten 
besitzt, so gibt es wenigstens eine Stelle gwischen a und ft an der f'(x) 

ubereinstimmt mit dem Diffemwenquotienten ^ Zg 

Dieser Satz, fur die Analysis yon groBer Bedeutung, findet sich 
zuerst bei J. Lagrange und wird auch haufig nach ihm benannt. 

Zum Z \vecke des Beweises konstruieren wir aus/"(#) die neue 
Funktion 

7 (.) =/(*) -/() - (x - "/-^P, 

die ebenfalls an jeder Stelle zwischen a und /3 einen Differential- 
quotienten besitzt, da 



und die uberdies die Eigenschaft cp (a) = ; <p({S) = hat. Demnach 
erfullt sie die Yoraussetzungen des Eolleschen Satzes, und es gibt 
daher wenigstens eine Stelle | zwischen a und /J, an der <p'() 0, 
dort ist also 
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Der Satz kann auf irgend zwei Stellen x und x + h aus (cc, /3) 
zur Anwendung gebracht werden; % bedeutet dann einen zwischen x 
und x .+ li liegenden Wert und ein solcher kann in der Form x + dli 
dargestellt werden, wenn < < 1 ist; mithin gilt: 




oder 

f(x + /O -/(a) - fc/> + 0/0- ' (4) 

Die Darstellung einer endlichen Different der Funktion durch 

einen Zwischen- oder Mittelwert ihres Differentialquotienten findet sehr 
haufige Anwendung; einige wichtige Folgerungen 
sollen schon hier angefuhrt werden. 

Vorher moge nock der geometrische Sinn 
der Formel (3) erwahnt werden fur den Fall, daB 
man die Werte von f(x) durch die Ordinaten 
einer Kurve AB, Fig. 33 ; darstellt; hat diese 
Kurre in jedem Punkte eine eiuzige bestimmte 
Tangente (die an einzelnen Stellen auch parallel 
zu T sein kann) ; so gibt es zwischen A und S 

mindestens einen Punkt M, in welchem die Tangente MT der Sehne AB 

parallel ist. 

Um zu zeigen, daB der Mittelwerfcsatz versagt ; wenn die Funktion 

nicht alle bei seiner Ableitung gemachten Voraussetzungen erfullt ; 

sei das folgende Beispiel durchgefuhrt 1 ). Ist /(x) = fiir x =4= 0, 
dagegen /(O) -= 0, so gibt die Formel (3): 



woraus 2 = a fa dies aber ist nicht moglich, wenn das Intervall (a, ]3) 
die Null enthalt ? weil dann a, ft entgegengesetzt bezeichnet sind. Auch 
wenn die Null den Anfang des Intervalls bildet, kommt man zu einem 
Widerspruch, weil dann 

1 0~ P 

7 ~ " "" T 8 

und somit | 2 = f$ 2 sein mufite. Der Grund dieser Erscheinungen 
liegt in der Nichtexistenz von f'(x) bei x = . 

An einer fruhereu Stelle (55) ist gefunden worden, daB der 
Differentialquotient einer konstanten Funktion Null ist; nun kann 
auch die Umkehrung des Satzes bewiesen werden, namlich: Wenn die 
Ableitung f(x] einer Funktion f(x) an alien Stellen des Intervalls 
(a, (I) Null ist, so ist die Funktion in diesem Intervall Constant. 



1) E. Cesaro, Lehrb. d. algebr. Anal., usw., deutsch von G-. Kowalewski, p. 233. 
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Sind namlich x^ x<> zwei Stellen in (, /3j. so ist zufolge (3) 



mit #! < I; < afe; da aber fur jedes g zwisehen ? /? /'{'|j 0, so ist 
/O z? a)~"-/0 r i) =sa '0, also /(a^) /(ffa); wenn aber jede zwei Werte 
von /(x) aus dem Intervall (a, |3) einander gleieh sind ? so hat die 
Funktion notwendig einen konstanten Wert. 

Aus diesem Satze folgt der weitere: Wenn zicei Fimliionen f(x\< 
q>(x) in einem Intervall (a, (f) gleiche Differentialquotienten liaben, so 
I'dnnen sie sicli nur durcli erne additive Konstante itnterxcheiclen. 

Denn, aus 

X = 'X} 

folgt auch 

und daraus nacli dem vorigen Satze 

/(x) - 9 (x)-C, 
wenn C eine Konstante bedeutet. 

Im Artikel 71 ist gezeigt worden, dafi die Ableitung einer in 
dem Intervall (cc, jS) bestandig wachsenden (abnebmenden) Funktion 
niemals negativ (positiv) ist; aucb. die Umkehrung dieses Satzes kann 
jetzt bewiesen werden: Wenn die Ableitung von f(x) in dem Intervall 
(a ? |8) niemals negativ (positiv) und aucli nicht in einem Teile des 
Intervalls bestciidig NuU ist, so ist die Funlttion wachsend (abnehmend) 
in dem Sinne, daft fur irgend givei Werte x < # 2 aus (&> ft) die Re- 
lation /(X) </(^ s ) [/GO >/(^)l stattfindet. 

Bedeutet x einen Wert zwiscben x l und # 2? so daB x ly x', # 3 
wacbsend geordnet sind ; so ist auf Grrund der ersten Voraussetzung 



- f(aT) = fa - *')/'(& > 0, 
wobei ^ einen Wert zwiscben x 1 und x r , | 2 einen Wert zwiscben x f 
und # 2 bedeutet; daraus folgt 



aber nicbt ftir alle x konnen beide Grleicbbeitszeicben gel ten ? weil 
sonst ftir alle Werte x zwiscben x i und x. 2 die Beziehung / (^) =/(#') 
=*f(x^) stattfande die zur Folge batte, daB in diesem Teile von (a, ft) 
f (x) bestandig Null ware, was gegen die Voraussetzung verstoBt. Es 
gibt also sicber einen Wert x', fur den wenigstens eines der beiden 
Ungleicbbeitszeichen gilt, und darum ist notwendig 



Der zweite Teil des Beweises ist ebenso zu fubren. 

74. Der erweiterte Mittelwertsatz. Wenn die beiden Fwik- 
tionen/(x) t <p(x) in dem Interval! (<x, ft} eigentliclie Differentialquotienten 
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lesitsen, von icelcJien der letztere, g*'(z), cm Iteimr Stelle Null oder unend- 
lich wird, so gilt es wenigstens einen Wert | gwischen a und j3 derwrt, 



Dieser Satz kommt zuerst bei Cauchy vor, wenn auch mit 
der speziellen Yoraussetzung ? daB /"(a) = qp() == sei. 

Urn ihn zu beweisen, konstruiere man aus f(x) nnd ^(^) die 
neue Funktion 



der Merin auftretende Bmcli hat sicher eine bestimrute Bedeutung, 
da <p(a), $(($} nictt gleich sein konnen, indem sonst nacli dem Satz 
von Rolle <p'(%) an einer Stelle zwischen a und /3 verschwinden 
niufite, entgegen der Voraussetzung. Die Punktion i^(x) hat nun im 
Intervall (a, /?) eine Ableitung, namlich 



ferner ist ^r(a) = 0, qf(ff) = 0; folglich existiert nach dem Satze von 
Rolle mindestens eine Stelle ^ zwischen a und /3, wo gr(|)=0 ; 
d. h. wo 



Die Form el kann auf zwei beliebige Stellen ic und ^ + h aus 
fa, /3) angewandt werden und lautet dann: 

/.a: + 70 -/Or) _ /(x + ^) /A 



Setzt man insbesondere cp(x) = n?, wodurch den Voraussetzungen 
des Theorems Geniige geleistet wird, so gehen die Formeln (5) und 
(6) in (3) und (4) uber. 

5. Die hSheren Differentialquotienten und Differentiale. 

75. Der n-te Differentialquotient. Ist die Funktion y =f(%) 
auf einem Grebiete der Variablen stetig und differenzierbar, so besitzt sie 
dort eine Alleitiwig oder einen Differentialquotienten, wofur bereits 
die Bezeichnungen 

/(), D/(*); /, Dy 
eingefuhrt worden sind. 

Hat f(x] wieder die Eigenschaffcen, die soeben beziiglich f(x) 
vorausgesetzt wurden, so kommt ihr auch eine Ableitung zu ; die man 
als gweite Ableitung, zweite Derivierte oder zweiten Differentialquotienten 
von f(x) bezeichnet und mit 

; y", L*-y 
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anschreibt. Begrifflich stellt jedes dieser Zeichen jene Funktion dar, 
die an der Stelle x durch 



bestimmt ist. 

So fortfahrend gelangt man zu der dritten, vierten, n-ien Ab- 
leitung; man gebraucht dafiir die Bezeichnungen 

f"(x\ /^(*),---/ (li '<X) 
oder 



oder y' 1 ', y 1 *, - yW usw. 

Sofern die Voraussetzungen der Stetigkeit und Differenzierbarkeit 
erhalten bleiben, hat die Bildung hoherer Ableitungen keine Schranke. 

Wenn man aus dem Gebiet der reinen Analysis auf dasjenige der 
Anwendungen sich begibt, wobei x und f(x) die MaBzahlen fur ge- 
wisse einander bedingende GroBen bedeuten, konnen auch die hoheren 
xAbleitungen eine bestimmte Bedeutung erlangen. Bei der phorono- 
mischen Auffassung, bei der f(x) den in der Zeit x zuriickgelegteu 
geradlinigen Weg bedeutet, kommt zunachst der zweiten Ableitung 
eine wichtige Bedeutung zu. 

Es ist 56, 1. erklart worden, daB der erste Different ialquotient 
die am Ende der Zeit berrscnende Greschwindigkeit ausdruekt. Ist 
die Bewegang so beschaffen, daB die Geschwindigkeit in beliebigen, 
aber gleich. groBen Zeitabschnitten sich um Gleiches andert, so nennt 
man die wahrend einer Zeiteinheit erfolgende Geschwindigkeitsanderung 
Beschleunigung und die Bewegung selbst eine gleicliformig bescMeunigte 
(hingegen eine gleichformig verzogerte, wenn die Beschleunigung 
negativ, die Geschwindigkeit also mit der Zeit abnehmend ist). Auf 
eine ungleichformig beschleunigte ist der Begriff der Beschleunigung 
nicht unmittelbar ubertragbar; der Quotient 



aus der wahrend des Zeitintervalls (#, x + Ji) erfolgten Geschwindig- 
keits'anderung durch die GroBe li des Intervalls bedeutet die wahrend 
desselben durcJiscJmittlich auf die Zeiteinheit entfallende Geschwindig- 
keitsanderung; je kleiner li, um so geringer die Ungleichformigkeit in 
der Bewegung, desto naher kommt die Bedeutung des angeschriebenen 
Quotienten der einer Beschleunigung, und konvergiert der Quotient mit 
lim Ji = gegen eine bestimmte Grenze, so wird diese: 



als die am Ende der Zeit x herrschende Beschleunigung erklart. 
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Drilcld also f(x) den lei (jermllnnijcr Beiceguny hi der Zeit ; 
surii&gelefften Weg aits, so liai die ztceite AUeitung f"('x] die Be 
deittung der am Ende der Zeit x Jterrsclienden Bescldeuniyung. 

76. Wiederholte Differentiation. Zur Bildung der hoherei 
Differentialquotienten einer Funktion bedarf es neuer Regeln nicht 
da es auf wiederholte Biidung des ersten Different ialquotienten an 
koinmt. Weim es sich jedoch darum handelt, fur den allgemeinei 
oder n-ten Differentialquotienten eine independente Formel aufzustelleu 
dann fiilirt das direkte Verfahren nur in einigen wenigen Fallen zun 
Ziele. In einigen anderen Fallen kann man sich dadurch helfen, dal 
man die Funktion als Summe oder als Prodidi einfacher Funktionei 
darstellt ; deren allgemeine Differentialquotienten in independenter Forn 
bekannt sind. 

L Dlrektes Verfahren. 1. Fiir f(x] = x m ergibt sich durch suk 
zessive Differentiation 



Dx m m x m ~ 1 , D*x m = m i m 
so daB 



LaBt man ax + 1) an die Stelle von x treten, so andert sich di 
Foi-mel nur insoweit, daB rechts der Faktor a n hinzukommt ; weil b 
jedesmaliger Differentiation mit dern Differentialquotienten von aoc + I 
d. h. mit a rnultipliziert werden rnuB (60, 7.); es ist also 

D n (ax + 5) m = m(m 1) - (m - n + I) a? (ax + l} m ~ n . (2 

Ist m eine positive ganze Zahl ; so wird der m-ke Differentia] 
quotient eine Konstante: 

J)m x m^ m ( m _ 1} .. . 1? 

und alle hoheren sind Null. In jedem anderen Falle kann die Bildun 
der Diflferentialquotienten unbeschrankt fortgesetzt werden. 

2. Fiir /(x) = Ix hat man Dlx = = x~ l , somit 

20 

D"lx = D*- l x- 1 ', 

hier tritt nun die Formel (1) in Kraft, und zwar ist m = 1 und 
durch n 1 zu ersetzen, so daB 

j.fa-Or 1 )'- 1 - 1 -'-^-'). (8 

n 



auch diese Formel kann dadurch verallgemeinert werden, daB ma 
ax + I an die Stelle von x treten lafit; es wird 



3. Aus der Formel Def = e* folgt unmittelbar 

J5"e r =e r ; ( 
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dagegen 1st De kx =^7c^ x und 



iind well a x ^e cla j so ergibt sich hieraus 

D n a x =(la) n a x . (6) 

4 Die Formel D sinx = cos x = sin (x + ~ J zeigt, daB die ein- 
malige Differentiation von sin# der Vermehrung des Arguments uzn 
Y Equivalent ist; infolgedessen wird w-malige Differentiation einer Ver- 

mehrung des Arguments um w-~ Equivalent sein-, es ist also 

D n sin x = sin (x + n ~\ . (7) 

Durch denselben SctluB ergibt sich aus D cos a; = sin x 
= cos (x + ~) : 

D n cos 5? cos (x + n Y) (8) 

Vermoge der Periodizitat nelimen die rechten Seiten der Formeln (7*j 
und (8) nur je vier versekiedene Werte anf namlich die n =- ? 1, 2, 3 
entsprechenden, und diese in zyklischer Wiederholung. 

II. Zerlegung in Teile. Hat man f(x) als Summe zweier oder 
melirererFunktionen dargestellt, etwa/(o;) =- q>(x) + ty(%), soist(51 ? l s i 



1. Es ist , ^ + 



auf die Ausdriicke der rechten Seite ist die Formel (2) anwendbar ? und 
man findet: 



a = 1 und 1) = / ergibt sich hieraus 



Diese Formel kann dazu verwendet werden ; den allgemeinen Differen- 
tialquotienten von arc tg x zu bestimmen ; da namlich D arc tg x =- - , a 7 

so ist D n arc tg a? = D 7 *" 1 s ; also auf Grundder letzten Formel: 

1 "4~ 2? - 



j. 
arc tg 





Ozuber, Hdhere Mathematik. 
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2. Es ist cos ax cos &# = { cos (a + &)a? + cos (a &)#}, mithin 

cos ax cos 6.r = -9- cos ( a + 6)3 + M J] (n) 



III. Zerlegung in Faktoren. Die Funktion y *=*/($) sei in zwei 
Faktoren *( = cp(x) und u = #(#) zeiiegbar, fiir welche der allgemeine 
Ausdmck des >*ten Differentialquotienten bekannt ist. Durch sukzessive 
Difierentiation ergibt sich: 

y = u t? + UV 

y" = it" v + 2 it v + w y" * 



woraus der SchluB gezogen werden kann, daB 

( ^t?" + + zeaM; (12) 



in der Tat, gilt diese Formel fiir n, so gilt sie auch fur n + 1, denn 
eine neuerliche Differentiation gibt 



( + !) + (J) tt Wt?' + (3) ("- ^f/' + + tt'W 

+ Zt^t?' + (3 tt^ 1 - 1 )^ + - * + (*) M'^) + M^ + i), 

und weil aUgemein (^^ + (") - f 1 ^ 1 ), so ist 



da nun das Bildungsgesetz auf direktem Wege fur n =* 1, 2, 3 erwiesen 
ist ? so gilt es allgemein. Die Grleichung (12), unter dem Namen der 
Leibnizschen Formel bekannt, lafit eine kurze symbolische Dar- 
stellung zu; schreibt man namlich 

D(wt;)- (w + ) n , (12*) 

so bleibt nur zu beachten, daB man in den Gliedern der Potenzent- 
wicklung die Potenzexponenten in Ordnungsesponenten von Differential- 
quotienten zu verwandeln und die Endglieder u n v und u Q v n durch" 
ttfrtvy bzw. *t?(") zu ersetzen nat. 

Als Beispiel der Anwendung der Formel (12) moge dieselbe 
Funktion gewahlt werden, welche in II. 2. als Summe dargestellt 
worden ist, namlich cos ax cos 6^5 man erhalt unmittelbar 
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D" < cos ax cos fix) = a n cos (ax + n^\ cos Ix 



cos a# + w 1 ~ cos 



- s & 9 cos (aa + ^^2 -J) cos 
1* cos ax cos f&fl? + >i . 



77. Das n-te Differential. Wir nehmen den in 58 ent 
wickelten Begriff cles Differentials einer 'Funktion y=f(x] wiede 
auf ? wonach 



die begriffliclie Bedeutung desselben geht dahin, daB es die Anderung 
welche die Funktion bei dem Ubergange von x zu x + dx erleidei 
um so genauer darstellt, je kleiner dx ist, ja daB man durch Ein 
schrankung von dx den Unterschied zwischen der Anderung derFunktioi 
iind ihrena Differential nicht nur an sich, sondern auch im Verhaltnii 
zu dx beliebig klein machen kann. 

An dieser Stelle moge auf die Versciiedenlieit der Bedeutung hin 
gewiesen werden, welche den Zeichen dx und d/(x) m der Gleichunc 
(1) einerseits und in dem Leibnizschen Symbol fiir den Differential 

quotienten -~ anderseits zukommt. Hier bedeuten dx und d/(x) zu 
gleich. gegen die Grenze Null konvergierende, also unendlicli liew 
werdende GroBen und das Symbol -~^ selbst den Grenzicert ilarei 

Quotienten; dort bedeutet dx eine endliche und df(x) eine dem dc 
proportionale ebenfalls endliche GroBe, beide sehr Tdein in Ansehunj 
der endlichen RechnungsgroBen wie etwa x und f(x) selbst; der Grac 
der KLeinheit ist dabei relativ und abhangig von der Scharfe, ii 
welcher die bezugliche Rechnung ausgefuhrt werden soil. So is 
z. B. (30) 

d log sin x =- ^j^ dx = M cotg xdx, 

fiir x - arc 30 -^, to- arc 1/= = is^o = > 00029088 ' ' ' er ibt sicl 
bei Abkurzung auf 5Dezimalen: 

rflog sin 30 - 0,4342944- 1,7320506 - 0,0002909 
-0,00022, 

und dies stimmt mit der in funfstelligen Tafeln bei log sin 30 an 
gegebenen Differenz pro Minute tiberein; selbst bei einer auf 7 Dezi 
malen angelegten Reclmung erhalt man 

dlog sin 30 -0,000218 8 

9* 
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erst in der siebenten Stelle abweichend YOU der in siebenstelligen 
Tafeln bei log sin 30 angegebenen Differenz 0,0002187. 

Die mit einem feststelienden dx fiir YersehiedeneTVerte von x gebildeten 
Werte von df(x) definiereu eine Funktion YOU x, und YOU dieser kanu 
neuerdings das Differential gebildet werden; man bezeichnet es statt 
mit d(df(x]) kurz mit d*f(x) und hat dafur den Ausdruck: 

d\f(x) - D { f(x)dx } dx =f'(x)dx*. (2) 

Hiernach ist das zweite Differential formell das Produkt aus dem 
zweiten Differentialquotienten mit dem Quadrat des Differentials der 
Variablen, begrifflich aber stellt es den Untersehied der ersten Diffe- 
rentiale an den Stellen x und x + dx mit AuBerachtlassung Yon 
GroBen hoherer Kleinheitsordnung als Ayr dar. 

Aus der Definitionsgleichung (2) ergibt sich als Folgerung 




die rechte Seite ist das von Leibniz fiir den zweiten Differenfcial- 
quotienten gebrauchte Symbol, gleichbedeutend also mit f"(x) und 

-ZVA4 

Wird dx als gegen Null konYergierende, also als unendlich klein 
werdende GroBe von der ersten Ordnung aufgefafit, so ist das erste 
D^erential df(x) =f'(x)dx, vorausgesetzt, &2&f'(x) einen bestimmten 
von Null Yersehiedenen Wert hat ; ebenfalls eine unendlich klein werdende 
GroBe der ersten ; das zweite Differential drf(x)*=f"(x)dx* unter 
einer analogen Voraussetzung iiber f"(x) eine unendlich kleine GroBe 
zweiter Ordnung. 

Bei der Darstellung der Funktion f(x) durch die Ordinaten einer 
Kurve kann auch das zweite Differential durch eine LiniengroBe Yer- 
deutlicht werden; beziiglich des ersten Differentials ist es am Schlusse 
Yon 58 geschehen. Ist (Fig. 34) OP = x, 
OP' = x + dx, OP"=*x + 2dx, MR' die Tan- 
gente in M, M'R" die Tangente in M', MQ' 
sowie 'M'Q" paraUel zu OX, so hat Q' K die 
Bedeutung des Differentials an der Stelle x, Q" It" 
die Bedeutung des mit dem namlichen dx gebil- 
deten Differentials an der Stelle x + dx- der 
pig. 34 Untersehied dieser zwei Strecken, welcher nach 

Konstruktion des Parallelogramnis Q'Q"S"R r 

in der Strecke S"R" erhalten wird, ist mit AuBerachtlassung Yon 
GroBen hoherer Kleinheitsordnung als dx 2 das zweite Differential. 

Man kann ia der Bildung der Differentiale fortschreiten und er- 
Mlt immer unter der Voraussetzung eine$ feststelienden dx aus 
(2) das dritte Differential 

d*f(x) 



HCheie Differentiate. Bedeuturg der KoBstanz von dx. 12 

und so fortfahrencl allgemein fur das nie Differential den Ausdruel 



Daraus ergibt sich die von Leibniz eingefuhrte Bezeichnung fur de 
nien Diiferentialquotienten: 

to , rf'V 
oder - . 



dx n dx n 

Jeder Form el zwischen den Differentialquotienten inehrerer Funl 
tionen einer Variablen x lafit eich eine Formel zwischen den Differei 
tialen zuordnen, und es bedarf, um zu der letzteren zu gelangen, m 
der Multiplikation der ersteren mit einer entsprechend hohen Potei 
des Differentials dx der Yariablen-, so folgt aus 

D x { <p ( ^ (x) } = 9?' (x) 4* (X) + <? (x) 4' (x : 
^ (f(x] _ <p (x i & (x) cf (x) ty' (a?) 

* 5^ "" " ~^ 

durch Multiplikation mit dx: 



aus (76, 



durch Multiplikation mit dx n \ 
ffluv = d n u - 2? 



d^- 



78. Die Konstanz des Differentials der unabhangfige 

Variablen. Die Formeln des vorstehenden Artikels sind unter d< 
Annahme eines feststehenden, also Ttonstwden dx abgeleitet worden. D< 
Sinn und die weittragende Bedeutung dieser von Leibniz schon b 
der Begriindung der Differentialrechnung getroffenen Annahme 
fordern ein naheres Eingehen ; weil davon ein tieferes Verstandnis d 
Rechnens mit Differentialen abhangt. 

Bei dem Differenzieren, gleichgiltig, ob darunter die Bildung TC 
Differentialquotienten oder yon Differentialen verstanden wird, werd< 
verschiedene Funktionswerte und die zugehorigen Werte der VariabL 
zueinander in Beziehung gesetzt. 

Bei der Bildung der ersten Ableitung einer Funktion f(x) komi 
es darauf an, die Differenzen benachbarter Funktionswerte mit d< 
Differenzen der zugehorigen Argumentwerte ins Verhaltnis zu setz< 
und die Grenze dieses Verhaltnisses bei unbegrenzter Annaherung : 
bestimmen. Man kann sich diesen Vorgang in allgemeinster Wei 

folgt ausgefuhrt denken. 



134 Elem. der Differentialrechming. 5. Die hoheren Differentialquotienten usw. 

Jeder Punkt x des Bereichs der Yariablen geht in einen neuen 
x + dxj iiber, wobei dx eine yon x abhaugige GroBe yon der Form 

dx = x(#) (5) 

sein moge; geometrisch gesprochen wird die #-Achse in sich selbst 
transformiert, wobei jeder der Punkte P, P 1? P 2 , in einen be- 

stimmten andern P' ? Pi, Pa, ubergeht. 
Fig. 35. Auf die solcherart einander zu- 
geordneten Punkte wird die Bildung det 
Differenzenquotienten gestiitzt und hieraui 
durch den GrenzprozeB lim a == der tJber- 
gang zu den Differentialquotienten herbei- 
gefiihrt; cc ist also hinterher eine Infinitesi- 
malgroBe, deren Ordnung mit 1 festgesetzl 
Kg ' 35< werden soil. Kommt es bei diesem Vor- 

gauge auf die Funktion %(x) gar nieht an, so steht die Sache anders, 
wenn man zur Bildung der Differential schreitet: in diese geht %(x) 
als Faktor ein. Die Bildung der hoheren Differentiale gestaltet sich 
aber nunmehr wie folgt: Aus 




ergibt sich sukzessiye 

(6) 
d?y y'"dx* + ?>y"dx d~x + y'd B x, 

und aus (5) erhalt man zur endgiltigen Ausflihrung dieser Formeln: 
cPx = cfvv' 



Man erkennt, daB dx, d*x, d%j und wegen (6) ebenso dy, 
c? 8 2/ ? infinitesimale GroBen 1, 2 ; 3, Ordnung werden. 

Aus jeder Annalime tiber %(x) ergabe sich so eine besondere 
Differentialrechnung. Die einfachste Annahine ist ^(^) = 1; aus ihr 
folgt ein von x undbhangiges dx, und weiter, da alle Ableitungen yon 
%(x) dann Null sind, 




Pig. 36. 



0, (8) 

wodurch d?y } d?y, - d n y die einfachen Aus- 
drucke des yorigen Artikels annehmen. 

Geometrisch bedeutet diese Annahme 
so yiel, daB als Transformation der #-Achse 
ihre Translation in sich gewahlt wird ; wo- 
bei jeder ihrer Punkte um dieselbe Strecke 
yerschoben wird, Fig. 36. Auch der darauf- 
folgende Grenzubergang besteht in einer 



Bedeutung der Konstanz von dx. Die Form - loi 

(entgegengesetzten) Translation, die beliebig nahe an die ursprungliche] 
Lagen heranfiihrt. 

Dies ist der tiefere Sinn der Ausdrucksweise, das Differentia 
der unabhangigen Variablen wercle als konstant ; als unabhaugig VQJ 
der Variablen selbst, yorausgesetzt. Zugleich geht aus der vorstehen 
den Betrachtung die groBe Tragweite dieser Yoranssetzung hervor 
sie fiihrt zu der einfaclisten Differentialreclmung in den Differentialen. 1 



Y. Abschnitt. 

Anwendungen der Differentialquotienten. 

1. Unbestimmte Formen. 

79. Die Form ^ Wenn eine Funktion f(x) in einem Inter 

yall (a, /3) eindeutig definiert und stetig ist mit Ausnahme eine 
einzigen Stelle x = a, die innerhalb '(#, /{) liegt oder mit der eine] 
Grenze zusammenfallt, so stellt sich die Aufgabe ein ? das Verhaltei 
der Funktion in der Umgebung dieser kritischen Stelle zu unter 
suehen. Diese Aufgabe erhalt einen bestimmten Ausdruck in de 
Forderung, den Grrenzwert von f(x) zu bestimmen fiir einen nahe 
bezeiehneten Grenziibergang limx = a. 

Das Yersagen der Definition auBert sich in dein Auftreten eine 
sogenannten wibestimmten Form und nach dieser richtet sich der eii] 
zuschlagende Weg. Welches diese Form auch sei, so bezeichnet mai 
den Grenzwert Y\mf(x), falls er existiert, als einen uneigentliclm 



FunJctionsicert, wohl auch ; nicht gerade zutreffend ? als den 
Wert der un bestimmten Form ? und erganzt die an der Stelle x = < 
unterbrochene Definition der Funktion dadurch, daB man diesen Grens 
wert als ihren Wert an dieser Stelle festsetzt ; also 

(1 



annimmt; dies tut man auch dann, wenn der gedachte Grenzwert o 
oder oo ist. Die Erg'anzung geschieht also, falls der Grenzwert au 
dem beiderseitigen Grenzubergange lim x = a hervorgeht und endlic 
ist ; nach dem Grundsatze, dafi die im Intervall mit Ausschlufi vo: 
x == a herrschende Stetigkeit auch hier fortbestehe. Bei x = a, bz^ 
x = ft kann nur ein rechter, bzw. linker Grenzubergang in Betrach 
kommen. 



1) Vgl. hierzu E. Cesaro, Lehrb. d. algebr. Analysis usw.; deutsch vo 
G. Kowale-^ski, p. 493. 
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Unter den unbestimmten Formen ist eine ; auf die man die ubrigen 
zuriickfuhrt-, sie hat folgende Entstehung: 

Es sei f(x) = -^ eine gebrochene Funktion mit stetigem Z'ahler 

und !N"enner ? die beide bei dem Grenziibergange lim x a gegen Null 
konvergieren, so daB man wegen der Stetigkeit auch <p (a) = 0, ^(a) = 
zu setzen hat. Man sagt dann, die Funktion nehme an der Stelle a 

die Form -r- an. 

Da y(x) und ty(x) bei dem Grenztibergange gleichzeitig unend- 
lich klein werden, so hangt der Grenzwert von der Ordnnng des 
Unendlichkleinwerdens jeder einzelnen ab (^9). LaBt sich hieraber 
auf irgend welche Weise ein AufschluB erlangen,. so ist die ganze Frage 
entschieden. Ein einfaches Beispiel dieser Art bietet die Funktion 



/(*) 



x n -ct 



,n J 



die an der Stelle x = a die Form annimmt. Sind w, n znnachst 

natiirliche Zahlen ; so laBt sich vom Z'ahler wie yom Nenner der 
Faktor x a abspalten ; der allein das Verschwinden beider bei x*=*a 
zur Folge hat-, Zahlei* und Nenner werden nnendlich klein yon der- 
selben Ordnung wie x a, daher ist 



^^ r ss \ x ---- h 

/(a) 



Den Fall, daB m, n positive gebrochene Zahlen seien, die man immer 
als gleichnamig voraussetzen kann, also etwa m= 9 n = , fiihrt 



a 

i 



man durch die Substitution x a = y, a> a = a auf den friiheren zurfick 
und erhalt schlieBlich dasselbe Resultat. 

Ein anderes wichtiges Beispiel solch direkter Erledigung bildet 
die Funktion 



(TO, ganze Zahlen) 
l 

an der Stelle x =* 0. Vom Zahler TaBt sich der Faktor & m , vom 

Nenner der Faktor x n abtrennen; Zahler und Nenner werden somit 

unendlich klein von der Ordnung m, n bzw. ; sofern x als GroBe 
erster Ordnung gilt; man hat daher 

/"(O) = \imf(x) = - -, wenn m = w; 

a? = 

= 0, m>; 
= 00, m<n; 
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im letzten Falle richtet sich das Torzeiclien YOU oc nach dem Yor- 
zeiclien Ton und darnach, ob n m gerad oder ungerad 1st; bei 

geradem n tn eihalt oc das Yorzeichen von - bei ungeradem 

0( } 

n m recbts von Null das gleiche, links von Null das entgegen- 
gesetzte Zeichen wie 

Zu einem attgemeinen Verfahren der Grenzwertbestimmung von 
Quotienten der eben betrachteten Art fiihrt der folgende Satz: 

1st lim (f(x) = und lim ty(x) bei lima; = a, be&iteen ferner 
die ah sietig vwausgesetzt&i FunMcncn in einer (tibrigens beliebig 
engen) Umgebimg von a (ev. mit AnsschluB dieser Stelle selbst) eigeniliclie 

Differ -entialquotienten, und I'onvergiert ^r gegen eine Grenze, so i$t 



Km -lim : 





dabei icird tceifer rorausgcseizt, dafi il>'(x) in jener Umgelung nirgends 
verscJwvindet. 

Wegen der Stetigkeit ist ^(a) = ? ^(a) 0^ daher kann ~~ 

aucli in der Form ~-^ ^ ffeschrieben werden: wendet man hier- 

a/j(jc) il>(a) & 

auf den erweiterten Mittel-wertsatz (74) an, dessen Yoraussetzungen 
nacb obigem erfiillt sind ; so ergibt sicb, daB 



ist, wobei | eine zwischen re und a liegende Zabl bedeutet; mit x 
konvergiert also aucli | gfgen a, mithin ist tatsachlicli 



^ 

Existieren, wie dies in der Kegel der Fall sein wird, <p'(si), 
auch an der Stelle x a und ist iiterdks ty'(a) 4= 0, so tat iran 



Die Formel (2) versagt, wenn gleidbzeitig lim <p'(a ) = 0, lim ^(V)=0. 
Dacn aber befindet man sicb mit dem Brucbe ^?\ in der gleichen 
Lage wie mit dem urspiunglichen, und sind aucb die iibrigen Be- 
dingungen des Satzes erfiillt, so gilt wiedeium lim ^ = lim T~J , 
daher aucb 



1) Die in diesem Ansatze enthaltene Eegel hat Johann Bernoulli 2tiers< 
gefunden. Acta eradit. 1704. 



Anwenaangen aer jL;iuereuuait|uuuieiiut3L'. x. uuut>stiiimiie rormen. 

TTnter Umstanden kann eiii solehes Verhalten fortdauern bis zu 
den n 1-ten Ableitungen einselilieBlicli; dann wird man als SchluB- 
ergebnis ei-halten: 



Hiernach. wird das Verfahren zur Auswertung der unbestimmten 
Form, wie man den Vorgang auch zu nennen pflegt, in folgendem 

bestehen: Man differenziere Zahler und Nenner ties Bruches ^ je 

fur sich und wiederJiole dies so lange, "bis man zu einem Bruche Jcommt, 
dessen ZcMer und Nenner nicht gleiclizeitig gegen Null konvergieren; 
der Grenzwert dieses Britches ist zugleich der Gren&wert des ursprungliclien. 
Das Verfahren isfc auch dann anwendbar, wenn die kritsehe Stelle 
im Unendlichen liegt, d. L wenn <p(%), i[>(x) bei Km x = oo (oder 
oo) gleichzeitig gegen Null konvergieren. Setzt man namlich 



. . 

x = , so nimmt -r-- die unbestimmte Form bei lirn & = (oder 

*d) 

== 0) an; nun ist aber 



^ 

wobeig)'f-J aus cp'(x) durch dieselbe Substition x = hervorgeht; 
durcli Anwendung von (2) ergibt sich also 



9(00 



dabei mufi im Sinne der Bedingungen des Hauptsatzes yorausgesetzt 
warden, daB es einen Wert von x gibt, von welchem an ty'(x) nicht 
mehr verschwindet. 

Beispiele. 1. Das an erster Stelle beliandelte Beispiel 



erledigt sich mit Hilfe der Differentialrechnung unmittelbar fur be- 
liebige rationale m, n, indem naeb. (3) 



^. 

2. /(a?) = ^g gibt bei liija x = nach zsveimaliger DijGferentia- 
tion: 

f/f\\ r~. 1 
/(O) = lim 
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Faktor ; dessen Grenze 1 1st, wird scilieBlieh. auch iiber das Intervall 
1 bis 1 + s nicht limausgehen, so daB man, unter 0, 6' echte 
Briiche verstanden, setzen kann: 



= (A + Be) (1 + e't) = A + (6+Ae' + Od'e] e. 



1st J. + und wird a<|J.| genommen, so ist | 6 + Ad' 
+ 2\A\, somit 



gewahlt wird. 

Ist A - 0, so ist | 6 + A8' + SB's \<l + s, daher 



<d, wenn (1 + i)e<d, wozu ansreiclit, daB s < 

angenommen wird. 

Da 6 selbst beliebig klein festgesetzt warden kann, so hat man 
tatsachlich ; ob A + oder JL = ist ; 



i* cp , ,. <p 

liin -2-i-i = A = lim ^r 



Urn auf den FaE uberzugehen ; daB 5J gegen eine endliche Grenze a 
konyergiert, setze man x = a -\ -- nnd lasse -e ins Unendliclie wachsen; 
man hat dann wegen 



wo unter % (&}- ) das Resultat der Substitution ^ = a + in 
^'(^) bedeutet, 



es gilt also dieselbe Regel wie bei dem Grenzubergange 
Voraussetzung aber ist, daB es eine Umgebung von a gib ; in der 
#'(#) nicht Null wird. 

Sollte 7 bei lim x = a sich wieder so yerhalten wie 



also neuerdings die Form ^ annehmen, so kann der Satz ; wenn alle 
darin ausgesprochenen Bedingungen erfiillt sind ; von neuem angewendet 
werden usw. 

Mitunter bedarf es nur einer andern Sclireibung, um eine Funk- 
tion ; welche die Form ~ annimmt, so darzustellen, daB sie die 
Form erlangt; dies gilt beispielsweise von ^ g _f fiir lim x y , 
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cots (2 n + 1) x , , x rt -, . 

wenn man es m -- - ?' * r -^- uinsetzt. von ----- fur lim # =0, 

couff a; ' . ft X 

cotg- 2 - 



wenn man ?r - dafiir schreibt. 
# 

Beispiele. 1. Die Funktion /(a:) = ~ (n > 0) zeigt bei Km # so 

&* 

nach wiederholtem Differenzieren von Zahler und Nenner so lange 
die unbestimnite Form ^ ? als im Nenner eine positive Potenz ver- 
bleibt; da dies aber, wie groB ancli n sein moge, einmal aufhoren 
muB (76, 1.), so kommt man schliefilich bei einem ganzzahligen n zu 

e x e x 

lim ~ sa Km r CJG , 

x =aF x=* nl ? 

bei einein gebrochenen, zwischen die ganzen Zahlen p und p + 1 
fallenden n zu 

^ fP -P + l-n fF 

1 & 1 & 7* w C 

lim - = lim - r = lim f - rr~ 7 - - r = OO . 
:=> " w(w 1) ( p)^-' 2 '- 1 ( 1) ' ' ' ( JP) 



afeo e* bei unendlich waclisendem x unendlich grofl von Iwherer 
Ordnung als jede positive Potens von x. 

2. Bei der Funktion f(x) = (n > 0) , die bei lim x = <x> die 

x 

Form ~ annimmt, fiihrt schon einmalige Differentiation zam Ziele: 
denn 

i 

v Ix v x T l A 
lim = lim r = lim - == . 

ar=oe X nx nX 

Es wird also Ix 'bei unendlich waclisendeni x unendlich grofi von 
niedrig&rer Ordnung als jede positive Potent von x. 

3. Unter der Voraussetzung a > erlangt f(x) = ,^ fur 
lim a; + die Form ~J- ; einmalige Anwendung des Satzes gibt 

a sec s aa; 



tgtf 
und da der neue Brucli die Form y annimmt, so hat man weiter 

lim f(x) = 
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4. Auf die Funktion f(x) = -^i:~^~ ; deren Zahler und Nem 

bei lim x ==. oc unendlieli werden, 1st das Verfahren nicht anwendb 
weil die Ableitung des Nenners, 1 cos#, niemals aufhort Null 
warden; es zeigt sicli dies auch darin, daB der Quotient der A 

leitungen, - """ , fur lim # = oo (oder oo) keiner bestimmi 

1 COS 3C 

Grenze zustrebt, yielmehr niemals aufhort, zwischen und + oo 
schwanken. Trotzdem konvergiert die Funktion gegen eine bestimn 
Grenze, namlich 1, wie unmittelbar ersichtlich ist. 

81. Die Form O oo entsteht, wenn bei einem bestimmten Gre] 
iibergange lim x = a in /(a?) = <p(x)ty(x) der eine Faktor ; z. B. qp( 
gegen Null konvergiert, wahrend der andere gleichzeitig unendlich wi 

Man fiihrt diese Form auf eine der fruheren zurtick ; indem m 

das Produkt in der Gestalt eines der Quotienten - x ]_^ , 



worauf die fruheren Satze und Methoden angewendet werden konn< 
sofern die hierzu erforderliclien Voraussetzungen erfiillt sind. 

Beispiele. l.y(flj) = x m (lx) n niinmt bei lim x = + die Form < 
an, wenn m, n positiv gind; beztiglich n werde noch vorausgeset 
dafi es so beschaffen ist ; daB (lx)" bei dem Grenziibergange reell bleil 

(lx) n 
Schreibt man die Funktionen in der Form ^~, so tritt der Fall 

(K 

ein, man liat also , 

r r, ^ v ndaSf-^x- 1 n ,. (Ixf 1 " 1 

to* /(,) = Inn -^^^ = -- LmL^- , 

die Form besteht weiter, wenn n > 1. Ist n eine ganze Zahl ? 
ergibt sicli nach w-maliger Wiederholung des Prozesses 

lim /(x) = - ( ^ lim x - 0; 
*=+o v } m* ' 

liegt hingegen n zwischen zwei ganzen Zahlen p und p + 1, so li 
man nach p + 1-maliger Wiederholung 

,. ,x >. ( iy +1 ( W i)...( W .p) (ix) n ~ p ~ l A 
lim / (x) = - - : - v ' - ^ - ^^lim ^^ - = 0. 

a: = + y V } m p + l X~ m ' 

x m 

weil p+i-. n em Bruch ist, dessen Zahler gegen Null konvergie 
(7 x) 

und dessen Nenner unbegrenzt wachst. 

Man kann den vorliegenden Fall ubrigens durch die Substitutic 
x = e~ s auf einen fruheren zuriickfiihren; es wird namlich 



m 
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und da lim x = -f zur Folge hat lim mz == oo ; so ist mit Berufung 
auf 80, 1: 

^jm/fc) ^^~n-^^T - - 

2. f(x) = x\a x \) , worin a > 0, erlangt sowohl fiir lim # = oo 
als auch fiir lim x = oo die Form oc - 0; schreibt man dafiir 

fl*l I , , 1 - -, 

- - und setzt = 0, so wird 

1 JC 

X 



und nimmt fiir lim z = die Form -^ an; man hat also nach 79: 

T r f \ *. a z 1 ,. a z la ^ 
lim / (x) = lim = lim = la. 

x = fc c = 2 * 

82. Die Form oo oo tritt bei f(x) = <p(x) $(x) ein, wenja 
bei einem bestimmten Grenziibergange lim x = a Minuend und Sub- 
ti-aliend gleichzeitig gegen oc oder oo konvergieren. 

Man kann nun von der Differenz auf verschiedene Weise auf einen 

Quotienten iibergehen, der dann eine der Formen ~^ 9 ^ annimmt; so 
kann f(x) urogestaltet werden in 



und man hat es im ersten und dritten Falle mit -^-, im zweiten mit 

*AJ .. 
^ zu tun. 

Beispiele. 1. f(x) == -^-^ --- 5 ist bei x = nicht definiert und 
* y \ / sin" ic # - 

nimmt fiir lim x = die Form oo oo an, in der Gestalt f(x) = 

# 2 sin 2 ^c i n. T-I i . T 

5 . 2 aber die Form -^ an; man hat also 
&~ sin*"c u 

__ v 2a; sin2a? __ ,. 2 2 cos 23? 

~~ 2 2 "" 



4a? sin 2a; -J- 
4 sin 2# 



6 sin 2#+ 12 re cos 2# 4a? 2 sin2aj 

8cos2o; 1 



=;lim 

. liTn 

24eos2# 32a?sin2a? S# - cos2# 3 

2. /(o?) = -3 cotg s a? ; das bei lim x = in unbestimmter Form 
erscheint, kann umgestaltet werden wie folgt: 



.coranen. 



sin x + # cos # sin a; a? cos a? _ar 
_____ ^ ^ g . g . a2 

sin a; a? cos x f x \ 2 



/ sin # , \ sin a; a? cos x f x \ 2 

_- / ----- L cos#) o -- I 1 : 
\ x ' / x 3 \sinx / ' 

der erste Faktor konvergiert gegen 2 ; der dritte gegen 1; der mittlere 
der die Form zeigt, gegen die Grrenze y(79); folglich ist 



lim /(>)== y- 



3. f(x) = x Y(x a) (x 6), worin die Wurzel positiv zu 
nehmen ist ; nimmt far lim x = oc die Form oc ex? an ; geht abei 

durch. die Substitution x = - iiber in 



das fur lim # = + die Form -^ erlangt; mithin ist 

- lim a 



Der Fall laBt sich indessen durch algebraische Umgestaltung 
elemental* erledigen; es ist namlich auch 

i * a & 






woran der Grrenzubergang liin x =- oo unmittelbar ausgefuhrt werden 
kann. 

4 /(x) => cos x I sinx I tgy zeigt bei lim x = + die Form 
oo oo ; laBt sich aber wie folgt umgestalten: 

cos xl ( 2 sin cos ~\ Zsin-f- + Zcos-f- 

\ A J i & 

7 C\ f ^ \ 7 *C i /-i \ T X 

= eosx- 1% (1 cos#u sin-;:- + (1 + cos^U cos- : 

v /2'\i 2 

das erste Glied konvergiert gegen Z2; das zweite gegen Null ? weil es 
I i 



sin 2 - 
in die Form - gebracht werden kann (80, 2.); das dritte gegen 0; 



Bin-- 



folglich ist 

lim /(a?) - 12. 



Die Formen 0, 3C", 1*. 14c 



83. Die Formen O, 00, 1^ entspringen aus einer Fimktior 
des Banes /(#)== <p(#)^ ia:) , wenn bei einem bestimmten Grenziiber- 
gange lim x = a gleichzeitig 

lira 93 (x) = 0, lim il>(x) = 
oder lira <p(x) oc ; lim #(#) = 

oder lim <p(x) = 1, lim $(#) = oc (oder cc) 

wird- damit eine solche Funktion wohl definiert sei ? ist noch erforder 
lick, dafi g*(x) > sei. 

Schreibt man /(x) in der Form einer natiirliclien Potenz: 

f(x) = e^^ l ^ x \ 

so nimmt der Exponent in alien drei Fallen die Form sc an 
Hierdnrcri ist die vorliegende Aufgabe auf den Fall 81 zuriickgefuhri 
Beispiele. 1. f(x) =* sc? erscheint bei lim x = + in der Form 
schreibt man dafur 4* lx und beaclitet ; dafi der Exponent gegen kon 
vergiert (81, !.)> so ergibt sich 

lim /(x) = 1. 

a:=+0 

2. /(x) == (tg#) cosa: nimmt bei lira x = ^ die Form co an 
schreibt man f(x) = e cosxlisx , so zeigt der Exponent, in der Gestal 

geschrieben, die Form ~, und sein Grenzwert ist 

\^* 



sec t/c 



. secictga? v 1 
m hm 



,. sec a; 
= lim -&* 

daher liat man 

lim /(x) 1. 

.-I- 

3. Fur lim 5 = oo und ein beliebiges ? aber bestimmtes x erlang 

H) 

_!_ 

/^l + V die Form 1 s0 . Bringt man es in die Gestalt e s und ei 
mittelt 



lim -^ j - = lim - - - lim - - = x, 



so kommt man zu der wiclitigen Formel 



die eine Erweiterung der Formel 47 ; ^14) bildet. 

Ozuber, Hbhere Mathematik. 10 
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b 
4 Auch f(x) (cos ax) xZ wird bei lira x = unbestimmt in der 

bl cos <za? 

Form I 00 ; setzt man aber in e * um ; so wird der Exponent un- 
bestimmt /-Q-J, und sein Grrenzwert ist 



,. a&sinaa? _ ,. or 5 cos a a; 



2 cos a# 
so daB 



84. Vermischte Beispiele. Nachstehende Funktionen nehmen 
bei den verzeichneten Grenziibergangen die danebenstehenden Grrenz- 
werte an: 

tgx sin a; XCOBX tgax ax x sin a? 
x ? x s * tg J)x bx y tg x x ? 




sin 2x cos 2 x 1 



2 Z sin-^ (lim a; = oo; a). 



M/ *vy u& ^ a 
ix it sec # (lim ^ = ~ 5 2 
x x (lim a; = 005 1). 

f 2 */-!- -1-0- ~n 



2. Maxima und Minima expliziter Funktionen einer Variablen. 

85. BegrifF der extremen Werte einer Punktion. In dern 
Verlaufe einer nicht monotonen Funktion sind solclie Stellen von ber 
sonderer Bedeutung ; an welclien ein Ubergang vom Wachsen zuna 
Abnehmen oder umgekehrt stattfindet. Die zugehorigen Funktions- 
werte trennen die Kontinua, die von der Funktion nacheinander im 
abwechselnden Sinne durchlaufen werden; man bezeichnet sie als ex- 
treme Werte der Funktion oder kurz als deren Extreme. 

Die im Interval! (a, jj) stetige Funktion /(x) hat an der Stelle 
x a im Innern des Gebiets einen relativ groBten Wert oder ein 



Beispiele unbestimmter Fonnen Gewohnliehe Extreme. JJ 

Maximum 9 wenn sie daselbst yom Wachsen zum Abnehmen iibergel 
und einen relativ kleinsten Wert oder ein Minimum, wenn sie vo 
Abnehmen zuin Wachsen ubergeht. Praziser und fiir die analvtiscl 
Yerwertung geeigneter gesagt, findet ein Extrem start, wenn sich ei] 
positive Zahl 6 angeben 1'aBt derart, dafi entweder 

/(a-70</(ai>/(a-r/0 

oder /(a - Ji) > f(a) <f(a +Ji\ , : 

so lange die positive Variable k der Bedingung 



geniigt; die Beziehung (1) kennzeichnet ein Maximum, (2) ein Minimui 

Die zulassige GroBe von <5 hangt davon ab ? wie haufig die Fun 
tion den Sinn ihrer Anderung wechselt; bei Funktionen, bei den< 
Maxima und Minima in rascner Folge abwechseln, wird 6 klein g 
wahlt werden mussen; flir die Zwecke der folgenden Untersuchur 
kann d beliebig klein gedacht werden. 

Die Begriffe des Maximums und Minimums sind von den B 
griffen des grofiten und des kleinsten Wertes der Funktion im Info 
yall (a, /3) wohl zu unterscbeiden; der groBte Wert sehlechtweg brauc 
nicnt mit einem Maximum und der kleinste Wert nicht mit eine 
Minimum im Sinne der obigen Definition identisch zu sein. Bei d 
Beurteilung dieser Frage muB der ganze Wertevorrat der Funktio 
mussen also auch inre Werte an den Enden des Intervalls in Betrac 
gezogen werden. 

Die Feststellung der extremen Werte bat in den angewandt< 
Gebieten besondere Bedeutung, weil es sich hier haufig darum hande" 
gerade diese Werte zu erzielen. 

86. Notwendige Bedingung bei Vorhandensein einc 
eigentlichen DifFerentialquotienten. Der Ubergang vom Wachs< 
zum Abnehmen oder vom Abnehmen zum Wachsen kann in v 
schiedener Weise vor sich gehen. Der gewohnliche ; die Regel bildem 
Fall ist der, daB die Funktion eigentliche DifFerentialquotienten b 
sitzt bis zu jener Ordnung, die bei der TJntersuchung noch in Betrac 
kommt. Unter dieser Voraussetzung laBt sich zunachst der Sa 
nachweisen, daB an einer SteUe, an welclier die Funktion em Extre 
erlangt, iJire Ableitung noticendig verschwindet. 

Im Falle des Maximums folgt namlich aus (1), daB 

/(a -ft) -/(a) ^ A /(q + ft)-/(a) Q 

~ ^l > U T~ ^ U ' 

und da beide Quotienten mit Iim7* gegen eine und dieselbe Grren 
konvergieren, so kann f(a) weder positiv noch negativ sein, es i 
also notwendig gleich Null. 

10* 
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Im Falle des Minimunis ist wegen (2) 



/(a -7Q -/(a) 

7z & 

und die g]eiclie SchluBfolgerung fiihrt zu der Erkenntnis ; dafi not- 
wendig /'(#) sein mtisse. 

Hiernach lautet die erste Regel: Urn die Stellen #u finden, .an 
welchen eine mit einem eigentlichen Differentidlquotienten legabte Funk- 
tion f(x) extreme Werie annehmen kann, seize man f'(x) =* und "lose 
diese Gleiclumg nacJi x auf. 

Die bedingte Formulierung ist dadurch geboten, dafi ja f(x) auch 
an einer Stelle Null werden kann, in deren Umgebung f(x) wachst 
oder abnimmt (71). 

Die unmittelbarste Entscheidung dariiber ; ob f(x) an einer Stelle 
x =* a, die aus f(x] = als Wurzel heryorgeht, tatsacnlich einen ex- 
tremen Wert erreicht, besteht in der Untersuchung des Verhaltens 
von f(x) in einer beliebig engen Umgebung (a d, a + d) in Bezug 
auf das Vorzeiehen. Ist /'(#) in (a 8, a) positiv, in (a, a + $) 
negativ, so ist /(a) ein Maximum ? bei dem umgekehrten Verhalten 
ein Minimum. 

Die Funktion f(x) = 2#' { 3a? 2 + & beispielsweise hat die Ab- 
leitung 

f(x} = 6^-1), 

die an den Stellen x = und x = 1 rerschwindet. Nun ist, sobald 
< 8 < 1, 

/'(- J) = Qd(S + 1) > 0, /'(<?) = - 65(1 - <?)< 0, 

daher /(O) 6 ein Maximum 5 ferner unter der gleichen Voraussetzung 

/(I ) - - 6*(1 - <J)< 0, /(I + *) - 65(1 + 5) > 0, 

daher f(T) = & 1 ein Minimum. 

87. Unterscheidung 1 zwlscheii IVQEazimum. und 



Bei Existenz auch hoherer eigentlicher Differentialquotienten lafit sich 
die Entscheidung auf Grund dieser systematise^ treffen. 

Da ein Maximum dskdurch gekennzeichnet ist, dafi innerhalb einer 
genugend eng begrenzten Umgebung 

/(a - K) > 0, /'(a) = 0, /'(a + *)< 0, 
so folgt, daB 



daB also f'(x) in der Umgebung von a abnehmend ist; infolgedessen 
ist /"(a) < oder = 0. 

Einem Minimum entspricht das durch die Ansatze 

f(a - 70 < 0, /'(a) = 0, /(a + &) > 



Merkmale fiir Maxima und Minima. 
gekennzeichnete Verhalten von /'(#), das zu 



- 



fiihrt und zeigt, daB /'(a) in der Umgebung von a wachsend is 
folglich ist /"(a) > oder = 0. 

Sieht man also von dem Falle /"(#) = 0, der noch keine EE 
scheidung bringt, ab, so kann als zweite Regel ausgesprochen werde 
Wenn an der ans /'(#) = beredtneten SteUe x = a /"(a) < /, 
so ist /(a) ein Maximum, Mngegen ein Minimum, w&mf (d)>Q i. 

Es steht fest, daB /'(x) in der Umgebung der Stelle eines Mas 
mums abnehmend, in der Umgebung der Stelle eines Minimur 
wachsend ist; wenn dabei f"(a) ausfallt, so zeigt f"(x) in d 
Umgebung des Maximums folgendes Yernalten: 



so daB /"(a - A) </"(a) >/"( + /* 

in der Umgebung des Minimums das Verhalten 



so daB f'(a - K) >/"(a) <f'(a + ft); 

es ist also im ersten Falle /"(a) selbst ein Maximum, im zweit< 
Falle ein Minimum von f"(x), infolgedessen f'"(a) = und /^(c 
wenn es nicht verschwindet, negativ, bzw. positiv. 

Daraus ergibt sich die weiter tragende Regel: Wenn an der Ste< 
x = a, die aus f(x) = berechnet worden, f'($) verschwindet, so JMM 
f(x) einen extremen Wert daselbst nur dann erlangen, wenn au 
f" (a) = ist] die Entscheidmig ist dann endgiltig moglicli, wet 
/ lv (a) + 0? wwc? zicar ist f(d) ein Maximum oder Minimum, je nac 
dem / 1Y (a) < oder > ist. 

88. Allgemetues Kriterium. Um ein alle Moglichkeiten ui 
fassendes Kriterium zu gewinnen, setzen wir yoraus, es sei aufi 
/'(a) = auch f\a) = 0, /' - 0, . . . . / -*)() = 0, hingeg. 
/( fl )(a) + 0. Die mittels /(x) gebildete Funktion 



-- - 

(as a) 



~ 

n ' 



{. eine positive gauze Za 



zeigt dann bei lim x = a die unbestimmte Form , die bei Anwendm 

des in 79 entwickelten Verfahrens aucn nach n Imaliger Diifere 
tiation von Zahler und Nenner noch anhalt, so da8 auch 



x a) n w( l)---2(a a) 

noch nicht zur endgiltigen Bestimmung des Grenzwertes fuhrt; da al 

Hm /"^ 



a 
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ist, so wird 



woraus der furunsernZweckwesentlichellmstand folgt, daB/(V) /(a) 
BchlieBlich, d. h. in einein gehiigend engen Intervall (a d, a + d\ 
das Torzeichen von (xd)*fM(a) besitzt. 

Ist nun n c/erad, so hat /(a?) /(ft) in der ganzen durch dieses 
Intervall bezeiehneten Umgebung bestandig dasselbe Vorzeichen, und 
zwar das von/ (w >(tf); folglich ist /(a) ein Minimum, wenn /<"> (a) >0. 
ein Maximum, wenn jf^(a) < ist. 

Bei ungeradem n hingegen weehselt f(x) /(a) sein Yorzeichen 
beim tJbergang von der einen Seite der Stelle a zur andern, es findet 
ein extremer Wert nicht statt; vielmehr ist /(x) in der Umgebung 
von a waehsend, wenn /W(a) > 0, abnehmend, wenn /W(0) < ist. 

Demnach lautet die alle Falle umfassende Regel: An einer Stelle 
x = a, die der Gleiclmng f'(x) = geniigt, erlangt /(x) ein Exirem nur 
dann, wenn die ndcliste an dieser Stelle nicht verschwindende Alleitung 
von gerader Ordnung ist; ist sie negativ, so ist /(a) ein Maximum, 
dagegen ein Minimunij wenn diese Ableitmig positiv ist. 

Bei der Darstellung von /(#) durch die Ordinaten einer Kurve 
hat das gemeinsame Merkmal von Maximum und Minimum, d. L 
f(a) 0, eine anschauliche Bedeutung- es besagt, daB in den Punkten 
der Kurve, zu welchen extreme Werte von /(#) gehoren, die Tan- 
gente parallel ist zur Abszissenachse (56). 

89. Beispiele. 1. Die in 86 behandelte Funktion /(x) 
= 2j; 3 -~ 3# 2 -f 6 erledigt sich mit Hilfe der zweiten Ableitung f"(x) 
- 6, wie folgt: es ist 

/"(O) 6 < 0, daher /(O) I ein Maximum, 
/"(I) ==* 6 > 0, daher /(I) =-6-1 ein Minimum. 

2. Fur f(x) = ~ ergibt sich durch Nullsetzen von /'(re) -^ 



x = e als die einzige Stelle, an der ein extremer Wert stattfinden 
kann; da ferner/"(^) = ^~F^, somit/"(e) -^<0 ; so ist/(e) - i 

der Maximalwei-t der Funktion. 

3. Die Frage, ob es ein Logaritbmensystem gibt ; in dem einmal 
der Logarithmus mit dem Numerus tibereinstimmt, kann in folgender 
Weise erledigt werden. Setzt man 

log a #~a? = 7/ ; a>l, 

so hat man es mit einer Funktion zu tun ; die sowohl fur kleine 
(unter 1 liegende) als auch fur groBe positive Werte von x negativ 
ist; wenn also ihr Maximabvert positiv oder Null ist, so tritt der 
Fall y = notwendig (zwei- oder einmal) ein (81, 3). 
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log e 
Nun ist y ^ -- 1, versehwindet bei x = log a e, ist vor dieser 

Stelle positiv, jenseits derselben negativ, folglich ist 

l Sa l Sa e - l <>a e 

ein Maximum 1 ) von / man hat also zur Losung der Frage den Ansatz 

Io 8 toft, *- log** >0, 
woraus 



__ 

und schliefilich a < e e = 1,444667 - folgt. Nur in solchen Loga- 
ritlimensjstemen tritt also der oben erwahnte Fall ein, deren Basis 
unter dieser Zanl liegt. 

4. Handelt es sich um die Extreme einer Funktion, welcne die 

Form eines Bruches besitzfc, dessen Zahler und Nenner von x ab- 

hangen ; so kann die Rechnung eine wesentliche Vereinfachurig er- 
fahren. Zunachst ist fiir das Verschwinden von 



notwendig, daB 

u'v w?' (a) 

sei, wenn nicht fiir den aus dieser Grleichung berecnneten Wert x = a 
ausnabmsweise aucn v = ist. Diesen Fall ausgeschlossen, hat man 

welter 

,, ^ _ (u"v uv")v* $vv'(u'v uv") 
f (F) -* 9 

also 



Mithin hat man nur den Ausdruck 

w'^-ttt;" tf) 

auf sein Vorzeichen zu prufen, um iiber Maximum oder Minimum zu 
entscheiden. 



So lautet fur /(x) - +^j^ die Gleichung (a) 

OJ 2 -1 = 
^ kann nicht verwendet werden, well man iiber das Yor- 



i\ v " =K __ 
) y 

zeichen von log e von vornenerein nichts aussagen kann. 
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und der Ausdruck (j3) 4#; er ist fiir x = 1 positiv, fiir x 1 
negativ; folglieh ist 

y~( 1) - ein Minimum, /(I) = 3 em Maximum. 

5. Die Zahl a ist in zwei Teile zu zeiiegen derart, dafi das Pro- 
dukt dieser Teile den groBtmoglichen Wert annehme. 

Ist der eine Teil x 9 so ist a x der andere, und es handelt sich 
um das Maximum von 

/(*)-*(<*-*) 

Aus /'(#) a 2# folgt # g , und da /"(#) = 2 negativ 
ist, so ist tatsachlieh 

/-? 

der groBtmogliche Wert des Produktes. 

Auf diesen einfachen Fall lassen sich mancherlei Probleme zuruck- 
fuhren; als Beleg dafur mogen die folgenclen dienen. 

a) Unter den Rechtecken von gegebenem Umfange 2 a jenes yon 
der groBten Flache zu bestimmen. 

HeiBt eine Seite des Rechtecks x, so ist a x die andere; es 
soil also x(a x) ein Maximum werden. Das verlangte Rechteck 
ist demnacli das Quadrat. 

/3) Unter den einem gegebenen Kreise vom Durchmesser a ein- 
geschriebenen Rechtecken dasjenige von der groBten Flache aufzu- 
suclien. 

Ist x die eine Seite des Rechtecks, so ist das Quadrat der anderen 

<sr x\ xYa? & 2 die Flache;, ihr Quadrat x*(a? x^) wird ein Maxi- 
mum fur x* == y , die Flache selbst ist dann ebenfalls ein Maximum 

= ~ und der Gestalt nach ein Quadrat, weil x=* ]/<z 2 $? = -^=- 

7) Den Elevationswinkel bei dem schiefen Wurf zu bestimmen, 
bei welchem sich die groBte Wurfweite einstellt. 

HeiBt c die Wurfgesehwindigkeit, g die Beschleunigung der 

Schwerkraft und x der Elevationswinkel, so ist 2cSsinfl;c - die Wurf- 
weite; sie wird zu einem Maximum, wenn sin# cosic oder sm*x cos 2 # 
sin 2 n?(l sin 2 ^) seinen groBten Wert erlangt; dies aber geschieht 

fur sin 2 x , also fur x = j ? d. i. bei einem Winkel von 45. 

S) Die Hohenlage der OfEnung in der Seitenwand eines bis zu 
einer gewissen Hohe mit Flussigkeit gefiillten GrefaBes zu bestimmen, 
bei welcher die AusfluBweite am groBten ist 

Bedeutet Ji die Tiefe der horizontalen Grrundebene und x die 
Tiefe der Offnung nnter dem Flussigkeitsspiegel, so ist die AusfluB- 
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weite 2 y$(h #); sie wird am grofiten, wenn xQi x) ein Maximum 
erreicht, und dieses tritt fur x = ein. Die AusfluBweite selbst ist 

dann x = li. 

s) Einem Dreieck ein Rechteck derart einzuschreiben, daB eine 
Seite des Rechtecks in die Basis des Dreiecks fallt und seine Flache 
moglichst groB wird. 

Bezeichnet man mit c, li Basis und Hohe des Dreiecks und mit 
x den Abstand der gegenuberliegenden Reehtecksseite von der Spitze, 

so drtickt sich die Rechtecksflache durch j-xQi oc) aus, wird also 
ein Maximum, wenn x = - - ist. 

6. Einer Kugel einen Kegel von maximalem Volumen einzu- 
schreiben. 

Ist r der Radius der Kugel und x der Abstand ihres Mittel- 
punktes von der Kegelbasis, so hat das Volumen des Kegels deal 
Ausdruck 



Der variable Teil, (r a &-)(r + x\ erlangt ein Maximum, wenn 






d. h. wenn x = y 5 die andere Wurzel, x*** r, fuhrt auf einen be- 

langlosen Grenzfall. Es ist demnach maxa; = -^-r 8 , d. i. ~ vom 

Inhalt der Kugel. 

7. Einer Kugel einen Kegel von maximaler Mantelflache einzu- 
schreiben. 

Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen ist die Mantelflache 



M = 3C V2r(r 3 a?)(r + x) . 

Hiernach hat derselbe Kegel, dessen Volumen ein Maximum, auch die 
groBte Mantelflache; max M = -^ y 3 ^ . 

8. Aus einer Kreisscheibe einen Sektor so auszuschneiden, daB 
der aus dem Rest der Scheibe geformte Trichter einen moglichst 
grofien Fassungsraum besitze. 

Bezeichnet r den Radius der Scheibe, x das BogenmaB des Zentri- 
winkels des restlichen Sektors, so ist das Volumen des kegelformigen 
Trichters 



Setzt man er-V = 2/? so handelt es sich urn das Maximum von y']/ 1 y 
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oder von ?/ 2 (l ?/); dieses tritt em fiir 2y 3# 2 =0 ; also, von der 

9 

belangloseii Bestirnmung y =* abgesehen, fur 2/ = y ? mithin fur 
, d. i. fiir emeu Zentriwinkel von 293 ; 91, und zwar ist 



maxt? = - 

9. An den Ecken einer rechteckigen Tafel sind quadratische 
Ausschnitte anzubringen derart, dafi der aus dem Rest gef ornate pa- 
rallelepipedisclie Behalter einen maximalen Fassungsraum annehme. 

Sind a, 6 die Seitenlangen des Rechtecks, x die Seite des Aus- 
schnitts, so ist der Inhalt des Behalters 

v = (a - 2x) (6 - 2x)x = 4=x* 2(a + V)x*+ alx. 
Zur Bestimmung yon x hat man also die quadratische Gleichtmg 

12o; 2 -4(a + &)^ + a6 - 0, 
deren Wurzela 



ab 



6 



sind; die zweite Ableitung ? 24ic 4(a + &) 7 nimmt an diesen Stellen 
die Werte 



an ; so daB ^ zu dem verlangten Maximum fiihrt. Der zweiten 
Losung % 2 wurde arithmetiscli ein Minimum entsprechen; mit Bezug 
auf das gestellte Problem ist sie aber unzulassig; denn, ist & die 
kurzere der beiden Seiten ; so ist 



her 2;r 2 > 6 und der Ausschnitt nicht inoglich. 

10. Es sind zwei Punkte A, B und eine sie niclit trennende Ge- 
rade XX' gegeben (Fig. 37). Man soil den kurzesten liber einen 

Punkt von XX' ftilirenden Weg von 
A nach. B bestimmen. 

Einem Grundsatze der Geometrie 
zufolge wird der Weg aus zwei gerad- 
linigen Strecken sich zusainmensetzen, 
so daB es darauf ankommt, den Punkt 
Fig. 37. P in XX' so zu bestimmen, da 

s = AP + PB ein Minimum werde. 
Setzt man AA'=a y BB'=*b A'B'^c, A'P~x, so ist 
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und die notwendige Bedingung fiir ein Extrem lautet: 
ds x c x 



oder in den Linien der Figur ausgedruckt: 

A'P _PB' 

AP ~~ BP 

daraus schlieBt man auf die Ahnlichkeit der Dreiecke A A'P und 
BB'P und hieraus wieder auf die Gleichheit der Winkel X'PA und 
XPB. Die Konstruktion von P geschieht in der Weise, daB B'B t 
= BB' gemacht und A mit B^ verbunden vrird. 

Hiernach ist das Reflexionsgesetz ein Okonomiegesetz der Natur: 
die Portpflanzung des Lichtes, des Schalles u. a. durch Reflexion er- 
folgt so ; daB von einer Stelle zur andern der kurzestmoglichste Weg 
erforderlich. ist. 

Die direkte Verfolgung der Bedingungsgleicnung (a) fiihrt nach 
Beseitigung der Irrationalitaten und der Nenner zu der quadratischen 
Gleichung 

(& 2 a 2 > 2 + 2a*cx $$= ; (/3j 

und diese gibt die beiden Wurzeln 

__ ac __ ae 

^i"-^jr& ? ^2-^=^; 

die erste leitet auf die gefundene Losung hin: denn aus der herror- 
genobenen Ahnlichkeit folgt 



Troraus 

c 



Die zweite Losung ist der gestellten Aufgabe fremd und riihrt daher, 
daB die Gieichung (/J) umfassender ist als (a) infolge der ausgefuhrten 
Quadrierung; die Grleichung (j3) schlieBt auch die Bedingung fiir das 
Maximum yon AP BP oder von 



in sich und hierfiir gilt # 2; das den Schnittpunkt Q der Geraden AB 
mit XX' bestimmt; in der Tat ist 

AP-PB<AB, 

daher AB der Maximalwert der Differenz AP PB, welcher sich 
dann einstellt, wenn P mit Q zusammenf allt. 

Man hatte auch von der folgenden Betrachtung ausgehen konnen. 

Der Ort der Punkte P ? fiir welche AP + PB einen bestimmten 
konstanten Wert s hat, ist eine Ellipse mit den Brennpunkten AB 
und der groBen Achse s (Fig. 37); die kleiiiste unter diesen (konfo- 
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s. 



unu ivumma usw. 




' 



^ 



talent Ellipsen, welche mit cler Geraden XX' reelle Punkte gemein 
hat, ist diejenige, welche sie beruhrt; der Beruhrungspunkt bestimmt 
die Losung der Aufgabe und hat nacli einer bekannten Eigenschaft 
der Ellipsentangente eine solche Lage, daB <C X'PA = ^ XPB. 

11. Es sind zwei Pankte A, B and eine sie trennende Ebene M M ' 
gegeben (Fig. 38). Man soil den Weg von A nach B bestimmen, 

welchen ein Bewegliches in der kurzesten 
Zeit zuriicklegt, wenn es sich yon A bis 
zur Ebene mit der Geschwindigkeit u und 
von da ab bis B mit der Geschwindigkeit v 
bewegi 

Der Weg wird sich notwendig aus zwei 
geradlinigen Strecken zusammensetzen und be- 
stimmt sein ; sobald man den Punkt P der 
Ebene kennt, iiber -welchen er fuhrt. Von diesem lafit sict ferner 
erweisen, dafi er in die Verbindungslinie der orthogonalen Projektionen 
A', B' von A, B auf MM' falle, daB der Weg selbst also in der 
durch A, B zu M M ' gelegten Normalebene verlaufe. Denn zu einem 
Wege wie AQB, der uber einen Punkt Q auBer AB' fuhrt ; laBt sich 
immer ein Weg finden, der in kurzerer Zeit zuriickgelegt wird als 
AQB^ man braucht nur QP senkrecht zu AB f zu ziehen ? und er- 
kennt sogleich ; daB AP < AQ, BP< BQ, daB also auch APB in 
kurzerer Zeit zurfickgelegt wird als AQB. 

Ist AA'=a, BB'=1), A'B'=c, A'P = x, so ist die fur den 
Weg APB erforderliche Zeit 



rig ' 38 ' 



und ihr kleinster Wert ergibt sich, wenn P so gewahlt wird, daB 
dt x c -x 



,, 



oder in den Linien der Figur ausgedrtickt, daB 

1 A P PB' 
u * AP ~~ * ^P ' 

bezeichnet man also die Winkel, welche die Wegteile AP und 
mit dem Lote zur Ebene einschliefien, mit a, f$, so ist der verlangte 
Weg durch die Beziehung 

sin u u 
sin v 

gekennzeichnet, wonach das Sinusverhaltnis der genannten Winkel 
gleich sein muB dem analog gebildeten Verhaltnis der Geschwindig- 
keiten. 
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Man erkennt hierin das Refraktionsgesetz der Optik. Die Fort- 
pflanzung des Lichtes aus einem Medium nach einem YOU anderer 
optischer Dichte gelit also so vor sich, da6 das Lieht von einer 
Stelle zu einer andern in moglichst kurzer Zeit gelangt. 

12. Ein Kreiszylinder von gegebenem Volunien ist so zu fonnen, 
dafi er eine moglichst kleine Oberflache erbalte. 

Bezeicbnet man Radius, Hohe und Yolumen des Zylinders mit 
cOj y, v, so ist seine Oberflache 



und weil itx^y = v, aucb 
02 
sie erlangt ibren grofiten Wert, wenn 



also ^ a=3 / im< i we ^ dann y***y~ 9 so ist y = 2x, der frag- 
licbe Zylinder also gleicbseitig; min 3y2r 2 . 

90, AuBergewohnliche Extreme. Darunter werden solcbe 
Maxima und Minima verstanden, die mit einem besonderen ; von deni 
bisberigen abweicbenden Verbalten des DijGferentialquotienten verbunden 
sind und daber durch das in 86 entwickelte Verfabren nicbt gefunden 
werden konnen. 

1. Wenn die abgeleitete Funktion f'(x) an einer Stelle x = a 
aufbort definiert zu sein ; wenn aber f(x) selbst an dieser Stelle be- 
stimmt ist und einen linken und einen rechten Differentialquotienten 
zulaBt, die uogleicb bezeicbnet sind ? so ist f(a) ein Maximum oder 
ein Minimum je nach der Aufeinanderfolge der Yorzeicben. 

Ist z. B. der linke Differentialquotient positiv, so wird 
/(a -ft) -/(a) 

-a 
scbliefilich, d. h. in geboriger Nabe von a, positiv, folglich 



bleiben miissen; ist gleicbzeitig der rechte Differential quotient negativ, 
so wird 



scblieBlicb negativ, also 

/ 

bleiben mttssen; durcli diese Relationen 

/(a - ft) </(a) >/(a + 7*) 



Jjetenninanten. 



ist aber /(a) als Maximum gekennzeiclinet. Ahnlich fur den Fall des 
Miniinums. 

Bei geoinetrischer Darstellung tritt eine solche Stelle derart in 
die Erscheinung, dafi die Kurve dort eine Ecke bildet. 

Als Beispiel diene die Funktion 



die Wurzel positiv genommen; 




existiert an der Stelle x = a nicht, wolil aber ist 
ein linker Differentialquotient vom Werte 1, ein 
rechter vom Werte + 1 vorhanden, f(a) = & also 
eiu Minimum. Die Funktion ist geometrisch durch 
einen rechten Winkel dargestellt, Fig. 39 ; dessen 
Seheitel a l b ist und dessen Schenkel gegen die 

pig. 39. Achse gleich geneigt sind. 

2. Ein besonderer Fall des vorigen besteht darin, wenn an der 
Stelle x = a, an der f'(a) nicht definiert ist ; der linke und rechte 
Differentialquotient unendlich werden mit verseliie- 
denem Vorzeichen. Je nach der Aufeinanderfolge 

der Vorzeichen, H oder J- ? findet ein Maximum 

oder Minimum statt. Im geometrischen Bilde auBert 
sich eine solche Erseheinung in einer Spitze mit zur 

pig. 40. y-Achse paralleler Tangente, Fig. 40. 

Ein Beispiel hierzu bietet die Funktion 



ikre Ableitung /'($) = 3 existiert fiir x == a nicht; es ist aber 

3]/ic a 

Km /'(a?) = oo, hingegen lim/'(a;) + c, daher f(a) = 6 ein 




o 



Minimum. 



VI. Abschnitt. 

Determinanten. 

1. Ufter Permutationen. 

91. Inversionen; gerade und uugerade Permutationen. 

Jede Nebeneinanderstellung yon n verschiedenen Elementen heiBt eine 
Permutation derselben. Um die Anzahl P n der Permutationen zu be- 
stimmen, ordne man sie nach dem an der ersten Stelle stehenden 
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Element in Grruppen; da in jeder dieser n Grruppen jeweilen die n 1 
ubrigen Elemente auf alle Arten permutiert sind, so ist P n = n P n _ 1; 
und da weiters P l = 1 ist, so findet man P n = 1 2 - - n nl. 

Dadurch, daB man die Elemente mit Nummern oder Buchstaben 
bezeiclmet, erteilt man ihnen einen Rang. 

Zwei Elemente einer Permutation stehen in der nattirlicJien Ord- 
nung, wenn das hohere dem niederen nachfolgt; im andern Falle bilden 
sie eine Inversion. 

Diejenige Permutation, in der alle Elementenpaare in der natiir- 
lichen Ordnung stehen, heifit die niedngste. Jede andere Permutation 
enthalt Inversionen. Deren grofite Zahl befindet sich in der hochsten 
Permutation, welche die Umkehrung der niedrigsten ist; da hier jedes 
Element mit jedem nachfolgenden in Inversion stent ; so ist die Anzahl 

der Inversionen ~n(nT). 

Die Permutationen der n Elemente lassen sicli in Paare von Per- 
mutationen zusammenstellen, deren eine die Umkehrung der andern 
ist. Da in einem solchen Permutationspaar jedes Elementenpaar ein- 
mal in Inversion steht, so kommen darin ebenso viele Inversionen 
vor als in der niedrigsten und hochsten Permutation zusammen, nam- 

lich n(n 1). Folglich enthalten alle P n Permutationen zusammen 

p 

-~ n(n 1) Inversionen. 

So sind beispielsweise in den 24 Permutationen von 4 Elementen 
72, in den 120 Permutationen von 5 Elementen 600 Inversionen zu 
zahlen. 

Nach der Anzahl der in ihnen vorkommenden Inversionen konnen 
die Permutationen einer Elementenreihe in zwei Blassen geschieden 
werden, indem man in der einen Klasse die Permufationen mit einer 
geraden Anzahl von Inversionen und in der andern jene mit einer 
ungeraden Anzahl von Inversionen vereinigt; man spricht kurz von 
geraden und ungeraden Permutationen. 

Die Permutation 

becda 

der Elemente abode gehort zu den geraden 3 weil ihre Element e der 
Reihe nach 1, 3, 1, 1 zusammen 6 Inversionen mit den folgenden 
bilden; hingegen gehort die Permutation 

641532 

der Elemente 123456 zu den ungeraden, weil ihre Elemente der 
Reihe nach zu 5, 3, 0, 2, 1, also zu 11 nachfolgenden Elementen in 
Inversion stehen. 

92. Der Satz von Bezout. Die Vertauschung zweier Elemente 
in einer Permutation nennt man eine Transposition. Alle Permutationen 



Determinanten. l. uoer rermuLauonen. 

einer Elementenreihe lassen sich aus einer von ihnen durch sukzessiv 
Transpositionen herstellen. Fur die Klassenzugehorigkeit ist der fol 
gende Satz von maBgebender Bedeutung: 

Wenn man in einer Permutation eine Transposition ausfuhrt, s 
andert sich die AnzaJil der Inversionen urn eine ungerade Zalil; infolgt 
dessen gelit dadurch die Permutation aus einer Klasse in die andere ube) 

Sind i 9 7t zwei Elements, A, B zwei Elementengruppen, un 
transponiert man in der Permutation 

AikB 

die Elemente i, \ wodurch sie in 

AkiB 

ubergeht, so tritt eine neue Inversion hinzu oder geht eine verlorer 
je nachdem i } /; in der natiirlichen Ordnung sind oder nicht. 

Sind die zu transponierenden Elemente nicht benachbart, sonder 
durcL eine w-gliedrige Gruppe C getrennt, so gehe man von 

AiC'kJB 
zu 

ACftB, 

davon zu 

ACUB 
und schlieBlich zu 

AkCiB 

uber; dazu sind 2m + 1 Transpositionen 'benaclibarter Elemente ei 
forderlica, folglich andert sich die Anzahl der Inversionen eine UE 
gerade Anzahl male urn 1 7 unterscheidet sich also tatsachlich um ein 
ungerade Zalil von ihrem urspriinglichen Wert. 
Beispielsweise enthalt die Permutation 

"becda 
sechs Inversionen, die Permutation 

decba, 

die aus ihr durch Transposition der Elemente 6 ; d hervorgeht, deren i 

Da zu jeder Permutation von n Elementen eine andere gehor 1 

die aus ihr dureh Transposition zweier Elemente entstanden ist, s 

ist die eine Halfte alter Permutationen gerad, die andere ungerad. 

93. Zyklische Permutationen. Schreibt man die n Element 

1, 2, n in einer bestimmten Umlaufsrichtung a 
den Urnfang eines Kreises ; Fig. 41, so heiBt ]ede An 
ordnung, in der sie in eben dieser Richtung gelese 
werden konnen, eine zyklisclie Permutation von 1 

2, . 

Die erste zyklische Permutation heiBt also 
23 ---nl 




Zyklische Permutationen. Begriff der Matrix! 

und entsteht aus der vorigen, indem man das erste Element an die 
letzte Stelle bringt, was auch durch n 1 Transpositionen benach- 
barter Elemente erzielt werden kann. 

Es gilt daher der Satz: Eine einmdige zyttisclie Permutierung 
einer Eeilie von n Elementen ist aquivalent mit n 1 Tratispositionen; 
somit gelwren leide Permutationen zur selben oder jede zu einer andern 
Klasse, je naclidem n ungerad oder gerad ist. 

Die zweite zyklische Permutation ist 



die n 1-te, zugleich letzte 

12---1T^1; 

mit der ursprunglichen gibt also es n zyklische Anordnungen von n 
Elementen. 

Die Anzahlen der Inversionen in den aufeinanderfolgenden An- 
ordnungen sind 

0, 1)1, (w-2)-2,.-. 101); 

die Summe dieser Zahlen ist (n l)(w + 1) ; betragt also beispiels- 

weise bei sechs Elementen 35. 

Jede Anordnung, in der die Elemente in der entgegengesetzten 
Umlaufsrichtung gelesen werden konnen, ist eine zyklische Permutation 
der ursprunglichen Form 



2. Definition der Determinante. 

Quadratische Matrix und ihre Determinante. Wenn 

m - n Elemente worunter wir uns fortab Zdlilen denken wollen 
in m Reihen zu je n Elementen geordnet sind ; so bilden sie in dieser 
Anordnung eine Matrix. Zur Darstellung einer solchen empfiehlt sich 
fur allgeineine Untersuchungen vorzugsweise das folgende Bezeichnungs- 
system: 



das so eingerichtet ist ; daB aus dem ersten Zeiger die Zeile (horizon- 
tale Reihe), aus dem zweiten die Kolonne (vertikale Reihe) zu erkenneu 
ist, in der das betreffende Element steht. Indessen kann es manehmaJ 
Yorteilhaft sein ; die Kolonnen durch Buchstaben und die Zeilen durct 
Zeiger zu unterscheiden und umgekehrt: 

CzTiber, HOhere Mathematik. 11 



Beterminanten. 2. Definition der Detenninante. 



Zur Darstellung (1) zuriickkehrend wollen wir sagen, die Matrix 
sei recJiteckig, wenn w + w, und sie sei guadraKsch, wenn m = . Der 
Typns einer quadratischen w-zeiligen oder w-reihigen Matrix oder einer 
Matrix von ir Elementen ist: 



maw m dl>z Produlie der auf der Eauptdiagonale stehenden 
Elemente 



die ziceiten Zeiger auf alle wSglichen Arten permutiert und jedem so 
mstandenen ProdiJct 



das Zeichen + oder das Ztichen vorsetzt, jenachdem die Permutation 
a a% - - a n gerad oder ungerad ist, so Jieifit die Summe dieser ProduJite 
die Determinate der Matrix (2). 

Vermoge dieser Definition sind die Produkte der Matrix derait 
gebildet, daB keine zwei Faktoren aus einer und derselben Reilie (Zeile 
oder Kolonne) stammen. 

Verlauscht man die Faktoren in (4) so untereinander, daB die 
zweiten Zeiger wieder in die natiirliciie Ordnung kommen, so bilden 
in dem umgestalteten Produkt 



die ersten Zeiger eine Permutation ft j8 2 /3 n? die zur selben Klasse 
gehort wie cc^ - n ; denn fa ]3 2 (t n ist ans 1 2 n durch. eben- 
soviele Transpositionen entstanden, als notig waren, nm aus c^ &% - a tt 
die Form 1 2 n zu erzeugen. 

Demnach kann die obige Definition auck so formuliert werden,. 
daB sich die Permutierung auf die ersten Zeiger bezieht, wahrend die 
zweiten in ihrer nattirlichen Ordnung belassen werden. 

Das Grlied (3) ; aus dem hiernacli alle andern Glieder abgeleitet 
werden, heiBt das Hwptglied der Determinants 

95. Struktur und Bezeichnung der Determiuauten. Aus 
der Definition geht hervor, daB eine w-reihige Determinante in einer 
Summe von n\ Gliedern besteht, deren jedes ein Produkt von n Faktoren 
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ist; einer bestimmten Halfte dieser Glieder ist das Operationszeichen -f 
der andern Halfte das Zeichen vorgesetzt; da eine solche Determi- 
nante also einen Ausdruck n-ten Grades ihrer Elemente darstellt, wird 
sie auch als Determinante n-ten Grades bezeichnet. 

Zur BezeicJinung der Determinante bedient man sich des Symbols 



(Cauchy, Jacobi) ; das auf wesentliche Momente der Definition hinweist, 
oder des kiirzeren 



(Cauchy). Eine Schreibweise ; die das ganze Elementensystem zur 
Anschauung bringt ; besteht in der EinscnlieBung der Matrix zwischen 
zwei Vertikalstriche: 



(Cayley). Eine besonders kurze Bezeicnnung besteht in der Ein- 
schaltung des allgemeinen Elements zwischen Vertikalstriche unter 
Angabe der Zeigerwerte: 

|a ft ; Cf,*-l,2,---n). 

(Kronecker). 1 ^ 

96. Entwicklung von zwei- und dreizeiligen Determi- 
nanten. Die zweizeilige Determinante besteht aus zwei Gliedern ; 
eines additiv, das andere subtraktiv: 



Der Ansatz 

TV = 

ist hiernach gleichbedeutend mit der Proportion 



1) Die erste Erfindung der Determinanten durch Leibniz ^1693; veroffent- 
lichtl700indenActaEruditormn)gerietin Yergessenheit, bis Cramer 1750 (Intro- 
duction & Tanalyse des courbes algbriques) sie znm zweitenmal selbstandig er- 
fand; beidemal war es dasselbe algebraische Problem, das zu ihnen hinfuhrte. 
Ben Grund zu einer selbst'andigen Theorie legte Caacky; den Namen gal 
Gaufi (1821). Ihre bleibende Stellung in der Mathematik erhielten die Deter- 
minanten erst durch die Abhandlungen von Jacobi (1841). 

11* 



164 Determinanten. 3. HaTipteigenschaften der Detenmnanten. 

Bei der Entwicklung der dreizeiligen Determinante 

| i \ % \ 

i 

E = i \ % I 



kann man in dem Hauptgliede x 6 2 3 entweder die Zeiger oder di< 
Buchstaben perantieren und tat dann aus der Anzahl der Inyersionei 
das Zeichen zu bestimmen; man findet so: 



E 

JB tyjgft, ^0263 ftj^Cg + ^Cgflrg + 0^363 
die Zeichenstellung ist in beiden Entwicklungen dieselbe ; weil das 
Permutieren nach der namliehen Regel erfolgte; die flbereinstimniunj 
erkennt man durch gliedweise Vergleichung. 

Nach einem von Sarrus angegebenen Ver 
fahren geschient die Entwicklung der dreizeiligei 
Determinante mechanisch so ; daB man die Pro 
dnkte der drei im nebenstehenden Bilde durch yoll* 
Linien verbundenen Elemententripel additiv, di< 
Produkte der drei durch punktierte Linien ver 
bundenen Elemententripel subtraktiv ansetzt. Nacl 
diesem Verfahren ergibt sich beispielsweise 

123 




456 
789 



_ 45 + 84 + 96 - 105 - 48 - 72 - 0. 



3. Haupteigenschaften der Determinanten. 
97. G-leichberechtigung von Zeilen und Kolonnen. Wem 

man in einer Determinante die Kolonnen in dersefben Eeihenfolge si 
Zeilen macht, so lehatt sie ihren Wert lei. 

Die beselmebene TJmgestaltung yerwandelt namlich 



E 



ai 



und lafit die Hauptdiagonale 7 also auch das Hauptglied ; a u a 22 - a n 
ungeandert; die Entwicklung von E durch Permutierung der Kolonnen 
zeiger gibt dasselbe wie die Entwicklung yon E' durch Permutierunj 
der Zeilenzeiger; mithin ist E r = E. 

Vennoge dieser Gleichberechtigung gelten Satze, die man bezug 
lich der Zeilen nachgewiesen hat^ auch bezuglich der Kolonnen un< 
umgekehrt. 
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98. Vertauschung paraUeler Beihen. Wenn man in einer 
Determinante zwei parallele Eeihen mit einancler vertauscM, so andert 
'der Wert der Determinante Uofi sein Vorzeichen. 

Transformiert man beispielsweise durch Vertauschung der ersten 
zwei Kolonnen 



E 



^12 



"In 



I a m <\2 & n 



so erscheint das additiv zu setzende Hauptglied a 12 a 01 a 33 a n 
E' in E als subtraktives Grlied, entstanden aus a u a 22 a ss - a nn durch 
Vertauschung der ersten zwei Kolonnenzeiger; dies hat zur Folge, daB 
jedes Glied von E' mit entgegengesetztem Zeichen in E vorkommt; 
es ist also tatsachlich E' = JR. 

Wenn man daJier in einer Determinante Zeilen und Kolonnen in 
irgendeiner Weise umstettt, so andert sie ihr&n absoluten Wert nictit; 
nur das Vorzeichen Tcann sick dndern. 

Ob das letztere geschieht, hangt von der Anzahl der Transpo- 
sitionen ab, die man mit den Zeilen und Kolonnen bei der Umstellung 
vorgenommen hat, in letzter Linie also von den Klassen ab ? denen 
die Permutation en der Zeilen- und Kolonnenzeiger in der neuen Form 
angehoren. Gehoren beide Permutationen zu derselben Klasse, so 
bleibt auch das Vorzeichen erhalten; gehoren sie zu verschiedenen 
Klassen, so andert sich das Vorzeichen; denn im ersten Falle kann 
die Umstellung durch eine gerade Anzahl von Transpositionen, im 
zweiten Falle durch eine ungerade Anzahl erzielt werden. Bringt man 
beispielsweise in der Determinante 



E 



die Kolonnen in die Reihenfolge cadb, die Zeilen in die Reihenfolge 
3241, so geht sie tiber in 



E' 



und es ist E f = J? ; weil cadi) eine ungerade, 3241 eine gerade 
Permutation ist. 

99. Ctleiche parallele Beihen. Wenn in einer Determinante 
swei parallele Eeihen iibereinstimmen, so hat sie den Weri Null. 
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Nach dem vorangehenden Satze andert sich durch Vertauschung 
zweier paralleler Eeihen das Vorzeichen der Determinante, es wird 

R' - - JB; 

nimmt man die Yertauschung an den iibereinstimnaenden Reihen vor ; 
so erfahrt die Determinante iiberhaupt keine Yeranderuug, daher ist 

dann 

R'-X 

folglieh E - 0. 

Demnaeh ist beispielsweise 



0- 



10O. Multiplikation und Division einer Determinante mit 
eiuer Zahl. Stellt man die Elemente einer Reihe als Produkte mit 
einem gemeinsamen Faktor dar, so wird ? da jedes Grlied der ent- 
wickelten Determinante aus jeder Reihe ein und nur ein Element 
enthalt, dieser Faktor auch alien Grliedern gemeinsam sein und kann 
daher herausgehoben werden ; so daB 



Eine Determinante kann hiernach mit einer Zahl multipliziert 
oder dividiert werden ; indem man alle Elemente einer Reihe mit dieser 
Zahl multipliziert, bzw. dividiert. 

Mit der Annahme k = ergibt sich weiter, daB eine Determinante 
in der eine yolle Reihe von Nullen vorkommt, den Wert Null hat. 
Es ist also, ohne Rucksicht auf die ubrigen Elemente, 

000-. 



.0. 



Eine Determinante hat auch dann den Wert Null, wenn die 
Elemente einer Reihe proportional sind den Elementen einer parallelen 
Reihe. Es ist namlich 



Weitere Eigenschaften. Unterdeterminanten. 
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4. Unterdetermiaanten. 

101. Unterdeterminanten versehiedener Grade. Wenn 
man in der Matrix einer Determinante n-ien Grades hinter der r-ten 
Kolonne und unter der r-ten Zeile einen Teilstricn gezogen denkt, 
so zerfallt sie im allgemeinen in zwei quadratische und zwei recht- 
eckige Matrizen; von den ersteren besteht die eine aus r 2 , die andere 
aus (n r) 2 Elementen. 

Ans den quadratischen Matrizen konnen wieder Determinanten 
gebildet werden, nnd diese heiBen Unterdeterminanten, Subdeterminanten 
oder Partialdeterminanten der urspriinglichen. 

Der beschriebene Vorgang liefert fiir 



E 



lr 



032 



die beiden Unterdeterminanten: 



Allgemein: entnimmt man aus einer beKebigen Kombination 
yon r Zeilen diejenigen Elemente, die in einer beliebigen Kombination 
yon r Kolonnen stehen, so erhalt man die Matrix fiir eine Unter- 

determinante r-ten Grades; da es nun ^ derartige Kombinationen 
von Zeilen und ebensoviele von Kolonnen gibt, so hat eine Deter- 
minante n- ten Grades V Unterdeterminanten r-ten Grades und eben- 



soviele des n-r-ten Grades. 

Die einzelnen Elemente sind als Unterdeterminanten ersten Grades 
aufzufassen. 

1O2. Adjuugierte TTnterdeterminanten. Den Unterdeter- 
minanten AV S kommt die bemerkenswerte Eigenschaft zu, daB je 
ein Glied von A : mit einem Glied von J5 a multipliziert ein Glied von 
R gibt. 
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Von den Hauptgliedern ist dies unmittelbar zu erkennen; d 
es auch von irgendzwei andern Grliedern gilt, ist in bezug auf d 
absoluten Wert daraus ersichtlich, daB aus jeder Zeile nnd jea 
Kolonne von E ein Element in einem solchen Produkt vorkommt; 
bezug auf das Zeichen ergibt sicli die Richtigkeit der Behauptung a 
folgender Erw'agung: 1st a lcti a. 2az a rctr ein Grlied von A 1} a r+1 
a r +2 *' ' a n * ^ &lied von BI> so richten sich deren Vorzeich 
nach den Permutationsformen (a) = a cc 2 - cc r und (/5) = fa /3 2 - (i n _ 
das Yorzeichen des Produktes aber ist naeh der Permutationsfoi 
a. a* cc r & &> 8 zu bestimmen : diese hat nun so viel Inv< 

i M r i x i A ft~.r ' 

sionen als () und (ft) zusammen, gehort also zur geraden oder n 
geraden Klasse, jenachdem (a) und (/3) zur selben oder zu verschieden 
IQassen gehoren; dies stimmt aber mit der Zeichenregel der Multip 
kation uberein. 

Man nennt Paare von Unterdeterminanten, die im Produkt Grlied 
von E ergeben, adjungi&le Unterdeterminanten. 

103. Den Elementen adjungierte TTnterdeterminante 

Jedem Element von 



ist eine Determinante n 1-ten Grades adjungiert; die zum Eleme 
a^ gehorige werde mit % bezeichnet. Unmittelbar abzulesen ist c 
zum ersten Element a n adjungierte c^ 1? indem 



Dire Matrix wird erhalten, indem man in der Matrix von E jene Ze 
und Kolonne unterdriickt, denen a n angehort. 

Um (&% zu erhalten ; hat man nur notig, E derart umzuforau 
dafi a & an die erste Stelle kommt; dann lafit sich ft wieder unmitt 
bar ablesen. 

I. Die Umformung kann dadurch geschehen, daB man die erst 
i Zeilen und die ersten k Kolonnen zyklisch permutiert. Nach 93 
dies Equivalent mit i-~l+^ l = i + yfc 2 Transpositionen v 
Reihen; die umgeformte Determinante erhalt daher das Zeich 
(--!)<+*- -(_!)+*, so daB 



Den Elementen adjungierte Unterdeterminanten. 
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a - (- iy+* 



in 



infolgedessen ist 



Die Matrix dieser Determinante geht wieder aus der Matrix von 
H durch Unterdruckung der Zeile und Kolonne hervor, in denen a ik 
vorkommt; das Vorzeiclien aber haugt von der Summe i + Jc, dem 
Gewicht des Elements a it k ab. Die Regel, die sieh daraus ergibt, 
lautet: 

Man erh'alt die zu einem Element adjungierte TTnterdeterminantej 
indem man Zeile und Kolonne, denen das Element angehort, streicht 
und der Determinante aus der verbleibenden Matrix das Zeicten + 
oder gibt ; je naclidem das Gewicht des Elements gerad oder un- 
gerad ist. 

Sind die Elemente nictt mit Doppelzeigern geschrieben, so zahle 
man Tangs einer Zeile oder Kolonne von Element zu Element bis zur 
Hauptdiagonale: gerad, ungerad geben das Zeichen -f> . 

Nach diesem Verfatiren ergeben sich fur 



beispielsweise die folgenden zu o x 7 a 4 adjungierten UnterdetenBinanten 
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II. Das Element a ik wird auch dadurch an die erste Stelle ge- 
bracht ; daB man alle Zeilen i 1-mal und alle Kolonnen & 1-mal 
zyklisch vertauscht. Da dies Equivalent 1st (i 1 + & l)(n 1) 
=- (i + ft)(w 1) 2(n 1) Transpositionen von Reihen, so kommt 
der umgeformten Determinate das Vorzeichen ( 1) ('+*)(*-!)- a (n-i) 
-, (_ ly***)^- 1 ) zu ? das sich auch auf die jetzt unmittelbar abzu- 
lesende Unterdeterminante ubertragt; diese lautet, da die syklisclie 
Ordnung der Reihen ungestort bleibt, wie folgt: 



a, 



a n j_ 
^i *- 



Bei ungeradem n ist das Vorzeichen immer + 7 bei geradein n 
richtet es sich nach dem Gewicht wie bei der vorigen Regel. 
Nach diesem Verfahren ergeben sich far 



die Unterdeterminanten: 



fur die obige Determinante vierten Grades die Unterdeterminanten: 



usw. 



104:. Zusammenfassung 1 der Q-lieder einer Determinante, 
die ein oder mehrere Elemente gemein haben. Es liegt im 
Begriff der adjungierten Unterdeterminanten, daB das Produkt aus 
einem Element a ik mit der ihm adjungierten Unterdeterminante a ik 
die Zusammenfassong aller Glieder von E gibt, die a ik zum Faktor 
haben; solcher Glieder gibt es also (w 1)1. 

Ist a lm ein Element von a i]k und a' ln) seine adjungierte Unter- 
determinante in bezug auf cc ik , also eine Unterdeterminante w 2ten 
Grades von R, so ist a ik a lm a tm die Vereinigung aller Glieder von E, 
die das Elementenpaar a it , a lm (i^l,Jc^*m) enthalten; ihre Anzahl 
ist (n 2)! Das Elementensystem von J m entsteht aus der Matrix 



Entwicklnng nacli den Elementen einer Reihe. 
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von JS ? indem man die Zeilen und Kolonnen unterdriickt in denen 



a i)t und a lm stehen. 



So fortfahrend kommt man bis zu einem Einzelgliede von 
das n bezeichnete Elemente enthalt. 

So gibt beispielsweise in bezug auf die Determinante 



das Produkt 



alle Grlieder mit C 1? das Produkt 



alle Grlieder mit 



endlich 



das einzige Grlied ; das c l} d s) 6 2 als vorbezeichnete Elemente enthalt. 

105. Erster Hauptsatz. Die Summe der ProditMe aus dm 
Elementen einer Eeihe mit ihren ad/jungierten Unierdeterminanten gilt 
den Wert der Determinante. 

Hebt man aus der Determinante 



12 



beispielsweise die Elemente der i-ten Zeile heraus: 



und beriicksichtigt, daB jedes Grlied von E aus jeder Zeile ein und 
nur ein Element enthalt, daB ferner a tl a n die Vereinigung aller 
Glieder mit dem Element a tl usw. ist ; so kommt man zu der Er- 
kenntnis, daB a a a n + a i2 ^2 + 
Grlieder von E iiberhaupt 1st; mithin hat man 



a in a in e Zusammenfassung aller 



(I) 



und in gleicher Weise in bezug auf die Kolonnen: 
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Man nennt die linke Seite von (I) die Enticidklung von It nacli 
den Elementen der i-ten Zeile und analog die linke Seite von (I*) die 
Entwicklung von R nadt den Elementen der It-ten Kolonne. 

Die nachstliegende Folge dieses Hauptsatzes ist es, dafi mit seiner 
Hilfe die Ausrechnung einer Determinante w-ten Grades zuriiekgefuhrt 
werden kann auf die Ausrechnung von Determinanten n 1-ten Grades 
und so fortschreitend bis zu Determinanten 3. und 2. Grades. 

In den Gleichungen (I) und (I*) sind 2n verschiedene Wertdar- 
stellungen der Determinante E zusammengefaBt. Einzeln lauten sie 
z. B. fur die Determinante dritten Grades 



I a i i c i 

! tf 2 \ c * 



wie folgt: 



2 rs i^ 3 "3 1 /I 

1O6. Zweiter Hauptsatz. Die Summe der Prodiilie aus den 
Elementen einer Reihe mit den adjungierten Unterdeterminanten m einer 
andem parallelen Reihe ist gleicli Null. 

Ersetzt man in E die Elemente 

a il> <*<&> ' ' a in 

der /-ten Zeile durch jene einer andern ; z. B. der j-ten Zeile: 
so hat dies auf die Unterdeterminanten 

keinen EinfluB, E aber geht in eine Determinante mit zwei gleichen 
parallelen JEleihen iiber, und eine solche hat den Wert Null (99); 
mithin ist 

ebenso ergibt sich in bezug auf Kolonnen: 

+ .,;*-o. p+tj (n*) 



In den Ansatzen (II) und (II*) sind 2n(n 1) einzelne Gleich- 
ungen enthalten, die mit den 2w-Gleiehungen aus dem ersten Haupt- 
satze 2 ^ 2 - Gleichungen zwischen den Elementen von E und den ihnen 
adjungierten Unterdeterminanten darstellen. 

^ Fur die obige Determinante dritten Grades lauten die zwolf 
Gleichungen des zweiten Hauptsatzes: 



"Weitere Eigenschaften der Determinanten. 
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1O7. Additionsregel. Wenn man zu den Elementen einer Beihe 
die mit einem beliebigen Fdktor multipliziertm Elemente einer parallelen 
Eeihe addiert, so and&rt die Detenninante iliren Wert niclit 

Aus (I*) und (II*) folgt beispielsweise 



d. h. 



i-"8i- 



Die Regel kann anch. auf Zeilen angewendet und auf mehrere 
Reihen ausgedelmt werden. 
Hiernach 1st z. B. 



a 



wie man durch Addition der mit a, bzw. 6 multiplizierten ersten 
Kolonne zur zweiten, bzw. dritten findet; es hangt also der Wert der 
linksstehenden Determinante yon a und "b gar nieht ab. 

1O8. Verminderung und Erhohung des Grades einer 
Determinante. Der Grad einer Determinants vermindert sich sofort 
um 1 ; wenn in einer Reihe nur ein von Null verscniedenes Element 
steht; es ist namlicn eine Folge des ersten Hauptsatzes, dafi dann die 
Determinante gldch ist dem von Null verschiedenm Element 
mit der ihm adjungierten Unterdeterminante. 

So ist 
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auf den "Wert der linksstehenden Determinante liaben also die Ele- 
mente der ersten Zeile auBer a u keinen EinfluB. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes ergibt sich der 
weitere: Wenn alle Elemente zu einer Seite der Hauptdiagonale Null 
sind, so reduziert sich die Determinante auf iJir Hauptglied. 

In der Tat ist beispielsvreise 



1 \ c 2 
! c 3 








der Wert der ersten Determinante hangt also von den Elementen 
zur andern Seite der Hanptdiagonale nicht ab. 

Auf dem ersten Satze beruht das Verfahren, durck das man den 
Grad einer Determinante ohne Veranderung erhoht; es besteht in der 
Hinznfugung eines rechtwinklig gebrochenen Randes yon Elementen, 
an dessen Ecke 1 steht, wahrend der eine Sclienkel mit NuUen be- 
setzt ist; auf die Elemente des andern Schenkels kommt es nicht an ; 
ihre Platze mogen zum Zeichen dafur niit * besetzt werdenj in der 
Regel wird man auch hier zweckmafiig Nullen verwenden. 

Creschieht dieses ,,Randern" links und oben oder rechts und unten, 
so bleibt auch das Vorzeichen erhalten; in den zwei anderen Fallen 
kommt es auf den Grad der Determinante in leicht zu bestimmender 
Weise (103 ; 1) an. 

Beispiele werden dies am besten erlautern. Es ist 



ferner 



1 * * 

I 

i \J $L 0-j 

i a, I, 

a^^c 
ffg Z? 2 c 

i &o &o c 1 



1 * * 



0001 



00001 
% & &> * 

^g 63 Cg * 



109. Determinanten mit aggregierten Elementen. Wenn 
in einer Determinante die Elemente ehier E&ihe m-gliedrige Aggregate 
sind, so laflt sie skh als Summe von m Determinants desseTben Grades 
mit einfaehen Elementen dantellen. 



Randern einer Determinante. 2suHdeterminanten, 
Entwickelt man beispielsweise 

fii + a'f + a? \ Cl ! 
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a* 



a 



naeh den Elementen der ersten Kolonne und nennt die adjungierten 
TJnterdeterminanten cc ly a 2) CC B) so ergibt sich: 



d. h. 



2 + ^2 + ^2' 

3 + ^3 + #s" 



a( 61 ( 

Q>Z 62 < 



a 3 &i 
a? 62 



w , 

! #3 #3 



Umgekelirt kann die Summe raehrerer Detenninanten w-ten 
Grades, die in n 1 Reihen ubereinstimmen, durch. eine Determinante 
-ten Grades dargestellt werden. So ist z. B. 



Sind mehrere Reihen aggregiert und bestehen ilire Elemente aus 
m 9 in, wi" Gliedern, so ist die Determinante auflosbar in m m m" * 
Determinanten mit einfaehen Elementen. 

11O. Nulldeterminanten. In den Anwendungen hat man e& 
vielfach mit Determinanten vom Werte Null, die man als Nulldeter- 
minanten bezeichnet ? zu tun. Eine der wichtigsten Eigensehaffeen 
solcher Determinanten sagt der folgende Satz aus: In einer Null- 
det&rminante sind die den Elementen paraUder Rtihen adjungierten- 
Unterdeterminanten gueinander proportional, d.h. die den Elementen einer 
Zeile (oder Kolonne) adjungierten Unterdeterminanten verhalten sich 
ebenso wie die zu irgendeiner andern Zeile (oder Kolonne) gehorigen. 

Es genugt, den Satz an einer Determinante bestimmten, z. B. 
vierten Grades und iur zwei Paare homologer UnterdeterminanteiL 
nachzuweisen. Sei also 
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bildet man auf Grand derselben #!& a 4 &, so kann dies wie folgt 
dargestelit werden: 



t ~~ a 4 A 



A 



60 



multipliziert man jetzt die zweite Kolonne mit y l9 die dritte rnit d\ 
und addiert dann beides znr ersten, so wird nach den beiden Haupt- 
satzen {105. 106): 

; E c, d, \ 



ist nun J? == ; so ist auch 



d. h. 



oder auch 



Die TJnterdeterminanten, die den Elementen einer Determinante 
It adjnngiert sind ; lassen sicb. wieder zu einer quadratischen Matrix; 
zusammenstellen : 

tt i A Vi s i 



A 



die man der Matrix von JJ adjungiert nennt. Ist nun H = 0, so sind 
(100) alle Determinanten ; die man aus Partialsystemen dieser Matrix 
bilden kann ? somit auch die Determinante der adjungierten Matrix 
selbst gleich Null 

Man schreibt einer Nulldeterminante w-ten Grades den Bang r zu ; 
wenn mindestens eine ihrer Unterdeterminanten r-ten Grades nicht 
JsTull ist, dagegen alle Unterdeterminanten hoheren Grades verschwinden. 
Die Determinante hat den Rang 1, wenn sie selbst und alle ihre 
Unterdeterminanten bis zum Grade 2 Null sind, wahrend nicht zu- 
gleich alle Elemente durch Nullen vertreten sind. Es ist beispiels- 
weise die Determinante 

123 

456 
789 

die 96 als Nulldeterminante erkannt wurde ; vom Range 2, weil schon 

I 1 2 



4 5 



-f ist. 
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111. Beispiele der Transformation und Ausrechnung von 
Determinanten. Um Anwendungen der bisher bewiesenen Satze 
zu zeigen, seien einige Beispiele vorgefuhrt. 

1. Die Determinante 

i 1 a a 2 



ice 2 

kann in der Weise umgeformt werden, daB man ihre erste Eolonne 
mit abc multipliziert, worauf sich. aus den Zeilen der Reihe nach 
#, b, c herausheben lafit; hiernach ist 



1 


abc a a 2 




be 1 a 


R * ~ We \ 


abc b b* 


- 


ac 1 b 


l 
1 


abc c c 2 




<tb 1 c 



Subtrahiert man, anders vorgehend ; die erste Zeile von den beiden 
folgenden, so wird 

la ~ \lb + a 

(6 a)(c a) ; ^ ^ ( ^ =-(6 a)(c a v i(c &). 



Oc-ac 3 -a 2 
Um die analoge Determinante 

1 a a 2 a 3 

1 c c s c 3 
1 d d* cl* 

zu entwickeln, kann man auch in der Weise verfakren, da8 man die 
folgeweise mit a, a 2 ; a 8 multiplizierte erste Kolonne von der 2. 7 
3., 4. subtrahiert: 

1000 



3 



1 b + a 
a) 1 c + a 

j 1 d + a d*+ad+a*\ 



a a 



~ac a 



und wird nun die erste Zeile von den folgenden subtrahiert, so komrnfc 
schlieBlich 

Czuber, Hokere Mathematik. 12 
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j 1 ft + a 



rf-J da_ 



1 c+6+a 



( 6 a) (c a) (d a\ (c &) (d ty (d c) . 
Allgemein kommt die Determinante w-ten Grades 

1 ^ a* 2 ic"" 1 i 



demProdukt der yw(w 1) Differenzen x 2 x l3 x B x ly - x n x n _ 
gleich. 

Wahrend J? s; JJ 4 als Determinanten dritten und vierten Grade} 
6 5 bzw. 24 Glieder ergeben, liefert die Entwicklung des Produkts vox 
3, 6 Binomen 2 s = 8, 2 6 = 64 Glieder; darans folgt, dafi die letzter< 
Entwicklung Reduktionen gestattet. 

2. Die Determinante 

a x + x ^ G! I 



lafit sick, indem man alle Elemente nnter Benutzung von Nullen zr 
Binomen macht, nach 1O9 in acht Determinanten auf losen. Die erst* 
ist (A&aCg); drei enthalten je eine Kolonne mit x und reduzieren sicl 
auf den zweiten Grad: (J> 2 c 3 }x y (c B a^x, (a^x; drei enthalten je zwei 
Kolonnen mit x und reduzieren sich auf OjO? 2 , 6 2 # 2 ; c$x z ] die letzte 
enthalt alle drei Kolonnen mit x und reduziert sich auf ihr Haupt- 
glied x 3 . Mithin ist 



Dasselbe Verfahren auf 
x 



angewendet gibt: 
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* 
Beispielsweise ist 

I 1-x 2 3 4 i 
| 1 2-0 3 4 i 



indem die Determinante, die nach Unterdruckung der x verbleibt, 
eine Nulldeterminante vom Range 1 ist. 
3. Die Entwicklung von 



a; 



fiihrt auf den vorletzten Fall zuriiek; man braucht nur das Zeichen 
von x zu andern und zu beachten, daB %= & 2 = c 3 = rf 4 = ist; 
hiemach ist Q ^ ^ ^ 



c 4 



c, 



f i 

C 4 U ! 



c, d, 



a. o 






Od, 






+ i 



10 rf 



c s \x 






4. Bei der Ausreclarang einer numeris^hen Determinants mit 
ganzzahligen Elementen kommen die Satze in 107 und 108 zu be- 
standiger Anwendung. Ist ein Element 1 oder 1 ; so kann man 
mit Hilfe von 107 die tibrigen Elemente derselben Zeile oder Kolonne 
auf Null bringen und dann nach 1O8 den Grad der Determinante 
tun 1 erniedrigen. Kommt + 1 als Element nickt vor^ so kann dies 
durch Anwendung von 1O7 erzielt werden; denn der Fall, daB alle 
Elemente gerade Zablen sind, kann ausgesehlossen werden, da man 
ikn durch Herausheben des Faktors 2 umgehen fcann. 
Es sei beispielsweise die Determinante 

2-3253 

3 4_2 -5 -4 

2-2 6' 2 -5 

5_5 2 8-6 

3__4_5 _6 10 

12* 
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auszurechnen. Durch Addition der zweiten Kolonne zur ersten ensteht 

-1-3 253 

l 1 4-2-5 -4 

0-262 -5 ; 

0-528 -6 

_1 -4 -5 -6 10 | 

naehdem man die zweite Zeile zur ersten und letzten addiert hat, wird 

daraus j j_ Q 0* 1 

-^2 6 2 -5 

""i -52 8-6 
; o-7-ll 6 
nach Addition der ersten Kolonne zur letzten weiter 

i 6 2-7 
j 2 8 -111 
1-7-11 6| 

-730-184 = 546; 

es sind dann weiter die zwei ersten Kolonnen zur dritten, hierauf die 
zwei ersten Zeilen zur dritten und schliefilich die erste Kolonne zur 
zweiten und ihr 12-faches zur dritten addiert. 

5. AufWsung einer Determinante in Produkte adjungierter 
Unterdeterminanten. 

112. Entwicklung nach den Unterdeterminanten einer 
Keihenkombination. Der in 1O5 bewiesene erste Hauptsatz be- 
trifffc einen speziellen Fall der Entwicklung einer Determinante in 
Produkte jidjungierter Unterdeterminanten: namlich in Determinanten 
1 und n 1-ten Grades. Der allgemeine Fall besteht in der Ent- 
wicklung nach den Unterdeterminanten einer bestimmten Kombination 
von r Reihen mit den adjungierten Unterdeterminanten n ~r-ten Grades. 

Um ein bestimmtes Problem vor Augen zu haben ; handle es sich 
um die Entwicklung nach den Unterdeterminanten der ersten r Zeilen von 



621 
2 8-1 





621 
28-1 
1-1-12 


"~ 


6 8 73 
210 23 
1 



n 



a ir 
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wie in 101 erklart worden, ist ein erstes Paar adjungierter Unter- 
detenninanten der vorgezeichneten Art 

AL - fall a ' ' ' a rr)> #1 - (r + I,r+l ar+,r + J ' ' ' O 

Um ein neues Paar zn erhalten, das andere Glieder Ton E liefert 
als -^t-Z?].; tat man eine andere Kombination von r Kokmnen an den 
Anfang ZQ stellen, die iibrigen Kolonnen in der naturlichen Ordnung 
folgen zu lassen und unter Beriicksichtigung des Vorzeichens der um- 
geformten Determinante dieselbe Teilung der Matrix vorzunehmen usw. 

Bezeichnet man die ( j = Q Kombinationen r-ter Klasse der Elemente 

1, 2, - n in der Reihenfolge, in der sie nach den Eegeln der Kom- 
binationslehre aufeinander folgen ? mit 1 ; 2 ? Q, bestimmt zu jeder 
durch die tibrigen n r Elemente erganzten Kombination das Vor- 
zeichen gemafi der Anzahl der Inversionen, so geben die zugehorigen 
Produkte A B i9 -^B^ A B mit den betreffenden Vorzeichen ver- 
sehen samtliche Grlieder von R, so daB sick E in der Form 



darstellt. In der Tat gibt jedes Glied dieser Snmme r\(n r)\ Grlieder 
von jR; alle Glieder zusammen liefern also 

r)\ - rl ^ rl rl(n-r)l - nl 



verscniedene ; somit alle Glieder von E. 

Man hat also den Satz: Eine Determinante n-ten Grades ist auf- 

losbwr in (j Proditkte von Unterdeterminanten r-ten und n r-ten 

Grades, wovon die ersten einer testimmten Combination von r parallelen 
Reihen, die andern den ubrigen n r Eeihen gleicher Art entnomvnen sind. 
Als Bei spiel diene die Entwicklung von 



JR- 
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nach den Unterdeterminanten der ersten zwei Zeilen; sie ist durch 
das folgende Schema in leicht verstandlicher Weise dargestellt: 

E 12 1 345 - 13 [ 245 + 14 1 235 15 1 234 

+ 23 1 145~24| 135 + 25 1 134 

' +34|125-35|124 

+ 45 1 123; 



182 Determinanten. 6. ^friltiplikation von Determinant en. 

das zweite Glied bedeutet namlicli das Produkt 



dem das Zeichen zukommt, weil die Permutation 13245 ungerad 
ist; und ahnlich die andern Glieder. 

113. Die Satze von Jacobi. I. Wenn r Zeilen (Kolonnen) 
einer Determinante n-ten Grades n r Kolonnen (Zeilen) von Nullen 
enthalten, so reduziert sicli die Determinante auf das Product einer 
Determinante r-ten mit einer n r-ten Grades. 

Denn, entwickelt man die Determinante nacL den Tlnterdeter- 
minanten jener r parallelen Reihen, so ist nur eine davon niclit Null- 
mit dieser Bemerkung ist aber der Satz schon erwiesen, 

Beispielsweise ist 

! a, J, ! 







a, 



II. Wenn r Zeilen (Kolonnen) einer Determinante n-ten Grades 
als nr Kolonnen (Zeilen) von NuClen entlialten, so hat die 
Determinante den Wert Null 

Da namlicli keine der Unterdeterminanten r-ten Grades aus den 
r Eeihen von Null verschieden ist, so verschwinden alle Produkte 
konjugierter Unterdeterminanten, die man nach den Satze in 112 zu 
bilden hatte. 

Hiernach ist also 

^00 

<>2 \ 
5* 6, 



6. Multiplikation von Determinanten. 

Produkt zweier Determinanten n-ten Grades. Das 

Produkt zweier Determinanten w-ten Grades: 



61. 



a 



*. 



Satze von Jacobi. Multiplikationstheorem. 



1S3 



besteht im allgemeinen aus (w!) 2 Gliedera, also sehon bei zwei Deter- 
minanten 3. Grades aus 36, bei zwei Determinanten 4. Grades aus 
576 Gliedern, und die Gliederzahl wachst mit dem Grade aufier- 
ordentlich rascli. Bei dieser Komplikation bedeutet nun der folgende 
Satz eine wesentliche Vereinfachung: 

Das Produkt zweier Determinanten n-ten Grades laflt sicli wleder 
als Determinante n-ten Grades darstellen. 

Zunachst ist eine Darstellung des Produkts durch eine Deter- 
minante 2w-ten Grades mit Hilfe des ersten Jacobischen Satzes olme- 
weiteres moglich, indem, neben unbegrenzt vielen andern Formen, 

"- c0 ...0 



-1 ... 6 U ^ - - - 6 ml 
0-1 ... 66--- 2 



o o ..i &,&,.&' 

dabei ist das linte untere Feld, das mit willkurlicnen Elementen 
besetzt werden konnte^ so eingeriehtet, daB es nun moglich. wird, die 
Determinante auf den w-ten Grad zu reduzieren. Multipliziert man 
namlich die ersten n Kolonnen der Reihe nach mit 



und addiert zur 



i, hierauf mit 



und addiert zur w + 2-ten usw. ; endlich mit 

&!>&.> & 

und addiert zur 2w-ten Kolonne, so nimmt das Produkt AS folgende 
Form an: 



-1 ... ...0 
0-1 ... ...0 

1 ...0 

Die neu entstandenen Elemente c ik sind Aggregate, zusamnien- 
gesetzt aus den Elementen von A und B nach folgendem Gesetz: 
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also allgemein 

/* SS5= $.4 7>. . -}- (T (V0JLO "4~ * ' * "4~ $ Uj. I 

V A tl A'l I z2 2 I I w A? 

man nennt diese Art der Zusammensetzung von c ik , wonach es ent- 
steht, indem man gleichstellige Elemente der i-ten Zeile von A und 
der ft -ten Zeile von B miteinander multipliziert und die Produkte addiert, 
die JZ&mposition der i-ten Zeile von A mit der &-ten Zeile von B. 
Indem man nun in dem letzten Resultat die samtlichen Kolonnen 
>2-mal nacheinander zyklisch permutiert, wird weiter (93) 



(!)" 



% Cu'-'Ci, 


^11 12 * * * tv-j 


n 


C 21 <"22 * ' C 2 


21 22 2 


n 


c.i . 


il a 2 ' ' ' ff r 


n 


---O - 


-1 ... 




o o ...o 


0-1 ... 




..-0 


1 




^Ll ^12 * * * ^1 


-i o... 











^^.^ 


o-i... 





.l .! 





i 



also schliefilicli (nach dem zweiten Satze in 1O8) 



<^ 



"1 



Wegen der Gleichberechtigung der Zeilen und Kolonnen kann 
das Produkt zweier Determinanten auf vier im allgemeinen voneinander 
verschiedene Arten dargestellt werden, indem man Zeilen mit Zeilen, 
Kolonnen mit Kolonnen, Zeilen mit Kolonnen und endlich Kolonnen 
mit Zeilen komponieren kann. Wendet man diese vier Modalitaten 
bespielsweise auf zwei Determinanten zweiten Grades an, so ergibt sich: 



A 



M ultiplikationstheorem. 
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Urn eine Anwendung von dem Multiplikationstheorem hier schon 
zu geben, seien a, &, c, d vier komplexe Zahlen und a', V, c, d' die 
ihnen konjugierten, so daB aa' eine Summe von zwei Quadraten, die 
Norm von a (nnd von a\ N(a), ist (18); ebenso fur die andern 
Paare. Unter dieser Annahme hat man: 





a 


7> ! 








-V a,' 


N(a) + X 


(&) 




c 


d 








-d' c' = 


N(c) + -ZV(rf) 




a I 


j c d 






I' a 


' -d' c' 




ac + Id ad 


' +Z>c 


' 


1 7i 


-Vc + a'd Vd'+a 


5' 


TV 



folglich 

[N(a) + N(fy] [N(c) + N(Q] - N(ac + ld) + N(-ad' + be") . 

Hierin spricht sicL. die Tatsache aus ? dafi das Produkt zweier 
Summen von je vier Quadraten wieder als Summe von vier Quadraten 
dargestellt werden kann. 

Ist beispielsweise 



so hat man im Sinne obiger Ausfuhrung 

(P + 2 2 + 3 2 + 4 2 )(5 2 + 6 2 + 7 2 + S 2 ) - 4 s + 16 S + 18 2 + 6S 2 . 

115. Produkt zweier Determinanten ungleichen Grades. 

Um von dem Satz der vorigen Nummer Gebrauch machen zu konnen, 
erhoht man den Qrad der niedrigeren Determinante durch Randern 
auf den der hoheren-, dabei wird es im allgemeinen am zweckmaBigsten 
sein ; die willkurlichen Elemente durch Nullen zu besetzen. 

Indem man Zeilen mit Zeilen komponiert, ergibt sich also bei- 
spielsweise: 



. A 

3 A I 



! ft 

2 h 
0010 
0001 



186 



Deterininanten. 6. Multiplikation von Determinant en. 



116. Quadrat einer Determinante. Die Identitat voza 
Lagrange. I. Urn das Quadrat einer Determinante wieder in Deter- 
minantenform zu erhalten, braucht man sie nur mit sich selbst zu 
multiplizieren. Komponiert man dabei gleicharfcige Reihen, also Zeilen 
mit Zeilen oder Kolonnen mit Kolonnen, so zeigt das Resultat eine 
besondere Bauart. So gibt beispielsweise das Quadrat einer Deter- 
minante 3. Grades bei Komposition der Zeilen: 



C 1 C 2 



%c 



c. 2 c B 



In dem Resultat sind also Elemente, die symmetrisch zur Haupt- 
diagonale angeordnet sind, einander gleich; das Quadrat einer Deter- 
minante gibt bei der beschriebenen Ausfuhrung eine symmetrisclie 
Determinante desselben Grades. Dies gilt fur Determinanten beliebiger 
Grade. 

II. Die Determinante zweiten Grades 



deren Elemente Summen von je n Gliedern sind, laBt sich in v? Deter- 
minanten mit einfachen Elementen auflosen (1O9); von diesen sind 
n identisch Null, diejenigen namlich, die aus beiden Kolonnen Glieder 
desselben Zeigers zusammenfassen, wie z. B. 



I n 7) 7) 2 
Cv s U' U' 

III l 

es verbleiben also w 2 n = n(n 1) im allgeineinen nicht verschwindende 
TeQdeterminanten. 

Lost man hingegen die Determinante (a) in 'Teildeterminanten 
von dem Schema 



auf, indem man i, 7c alle Kombinationen zweiter Klasse der Elemente 
1, 2, . . . n durchlaufen laBt, so entstehen ihrer I"" 1 ^; jede davon 
ergabe bei weiterer Auflosung vier Determinanten mit einfachen Ele- 
menten; im ganzen gabe es also solcher 2n(n 1) 5 - da aber dairunter 
jede Determinante des Typus (/J) n 1-mal auftritfc, so sind ihrer 
n(n l) identisch gleich Null und verbleiben n(w 1) ini allgemeinen 
von Null verschiedene. Determinanten, so daB 
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nun ist aber die unter dem Sunimenzeiehen stehende Determinante 
les Typus (y) das Quadrat Ton 

a \\ =(flA); 

mithin gilt die ron Lagrange zuerst bemerkte Idenditiit: 

NT7 f j v -> /jr 

** s, (AA-r- 0! 

^j ^ i L 

Fiir dreigliedrige Summen" lautet sie ausgeschrieben: 
(a^ + a 2 2 + a/) (b^ + 6 2 2 + & 3 2 ) - 



117. Determinante der adjungierten Matrix. Es ist in 

110 von der Matrix gesprochen worden, die aus den den Elementen einer 
Determinante 



E 



adjungierten Unterdeterminanten zusammengesetzt ist: die aus ihr ge- 
bildete Determinante 



in 



steht zu R in einer einfachen Bezieliung, die sich durch Multiplikation 
bei Komposition gleichartiger Reihen ergibt: unter Anwendung der 
beiden Hauptsatze 105, 1O6 ergibt sich namlich 

JBO--- 



ES- 



OE ... 



|oo.--u| 

woraus, wenn E 4= 3 folgt, da8 



Es ist also die Determinante des adjungierten Systems eine Potenz 
der Determinante des ursprftnglichen Systems, und zwar ist der Expo- 
nent der um 1 erniedrigte Grrad. 

Dafi bei E aueh S = ist, Tvnrde bereits in 110 bemerkt. 



l#g GleicliuDgen. 1. Lineare Grleichungen. 

YE. Abschnitt. 

GleiclmngeiL 

l. Lineare Oleichungen. 

118. Nichthomogene G-leichungen mit nichtverschwin- 
deuder Determinante. Ein System von n linearen Grleiclmngen 
mit n Unbekannten hat die allgemeine Form: 



(1) 



+ * 



Es heifit nichfhmogen, wenn wenigstens eines der absoluten Glieder 
w t , u n nicht Null ist. Die Koeffizienten <%, unter welchen wir 
uns reelle Zahlen denken wollen, bilden eine quadratische Matrix, 
deren Determinante 



(2) 



als Determinante des Gleicliungssystems (1) bezeicnnet wird. 

Jedes Wertsystem x lf x^-*- x n , das die Gleichungen (1) befriedigt, 
heiBt eine Wurzel oder Losung von (1). Die zu entscheidende Frage 
geht dahin, ob und welche Losungen das System besitzt. 

Es ist 



addiert man zur S-ten Kolonne die iibrigen, nachdem man sie folgeweise 
mit x l9 x 2 , - x k _ lf $i+i? - - % n niultipliziert hat, so entsteht mit 
Rticksicht auf (1) 



dL 



(S) 



wenn man JR A als Zeicten fur jene Determinante benutzt, die aus R 
hervorgelit, indem man die J-te Kolonne durcli die absoluten Grlieder 
ersetzt. 
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1st nun B=*rO, so ergibt sich 



als die einzige Losung, die das System (1) besitzt. Man hat also 
den Satz: 

Das nichthomogene System (1) hat tine und nur elne Losung, wenn 
seine Determinants nicht Null ist; jede Unbe'kannte stellt sicli als Quo- 
tient mit dieser Determinate als Nenner und einer Determinate als 
Zaliler dar, die aus jener entstelit, ivenn man die Koeffizienten der su 
berectmenden Unbekannten durcli die Absolutglieder ersetzt. 

Entwickelt man E k nach den Elementen der 7,; -ten Kolonne, so 
erscheint 



als eine homogene lineare Funktion oder Form der H; mithin kann 
man auch sagen, jede Unbekannte ergebe sich als eine lineare Form 
der absoluten Glieder. 

119. Nichthomogene G-leichungen mit verschwindender 
Determinante. Ist die Determinante E des Gleichungssystems (1) 
gleich Null, hingegen R k 4 s 0, so kann die Grleichung (3), d. i. 



fur ein endliches x k nicht bestehen; die Grleichungen (1) besitzen keine 
Losung, sie stehen miteinander im Widerspruch. 

Ist jedoch neben E = auch ^= 0, so yerschwinden auch alle 
andern Zahlerdeterminanten; denn wegen (5) hat man 



und wegen E = nach dem Satze in 11O: 

^U- : *2* : ' : * U : a : 

folglich auch 



+ jM-" ^1= 0- 
Die Gleichung 

R X k = B>k (i = l,2,..-) 

wird also jetzt durch jeden Wert yon x k befriedigt ; die Losung ist 
unbestimmt, die Gleichungen sind yoneinander abhangig; denn aus 
JB = folgt nach dem ersten und zweiten Hauptsatze (1O5, 106): 

*iAi + MJI + ' * ' + ***** ^ 
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fiigt man hierzu 

und addiert samtliehe Gleichungen, nach dem man sie der Reihe nach 
mit # 1; #2? * * * x k> ' ' ' x n> ~~ 1 multipliziert hat, so ergibt sich 

+fll^V~ W l) + %:( a 21#l + a 22^ ^ a ^n X n^ 11 ^) + 



12O. Homogene G-leichungen mit nichtverschwindender 
Betermiuante. Das Grleichungssystem (1) heiBt homogen, wenn 
alle absolnten Glieder Null sind; es hat dann die Form 



' + V*- 



:0 

Q. 



(6) 



1st nun R 4= und fiihrt man an dem Produkt R% k dieselbe 
Umformung aus wie vorhin ? so erhalt man 

a u a is . . - . - - a ln 

%1 a 22 ' * ' % 



eine Gleichung, der nur durch 



...Q...( 







-o, 



genugt werden kann. Es gilt also der Satz: Ein System von n ho- 
mogenen GUichungen mit n Unbekannteny dessen Determinants niclit 
Null ist, hat nur die eine Losung x 0, x 2 = ; x n = 0. 

Diese Losung soil die triviale heiBen, weil ihr Bestand unmittel- 
bar zu erkennen ist. 

Soil das System neben der trivialen noch eine andere Losung 
haben, so muB notwendig E =* sein. 

121. Homogene G-leichungen mit verschwindender Deter- 
miuajite. 

I. Ist E = und ist die Determinate vom Range n 1 ? so daB 
niindestens eine Unterdeterminante dieses Grades niclit Null ist, so 
kann die Untersuchung in folgender Weise geftihrt werden. Sei 
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eine nichtverschwindende Unterdeterminante, so ordne man die ersten 
>z 1 Gleichungen von (6) wie folgt: 



012^2 



sie liefern nach dem Vorbilde von (3) die Gleichung 



fl -l,l -!, ---- ^-I,*aV"0*-M-l i 

ii Ois 'Oi *-M~I 



bringt man die Kolonne a in , a% n , a n _ ljjl? die jetzt an der Stelle 
der i-ten steht, durch zyklische Vertauschnng der letzten n & Ko- 
lonnen an die letzte Stelle, wodurcn die Determinante das Vorzeichen 
( i)-*-i erhalt (93), so verwandelt sie sich, von diesem Vorzeichen 
abgesehen, in 



n-l,l a n-l,2 ' ' ' a -l,fc-l a -l,* + l ' * * a -I, I 

infolgedessen ist ; unter Beriicksichtignng aller Zeichenfaktoren ; 

^n^A^^A e*=l,2,..-l)5 ( 7 ) 

es bleibt also x n willktirlich, und mit der Wahl eines Wertes fiir x n 
sind die Werte der andern Unbekannten bestimmt. AUB (7) folgt 
tlberdies 

^:^:--:a? w -a wl :^ 2 :.--:a Mn , 

und da wegen E = 

nl : a n2 : ' ' : .- ll : ^-2 : - * : :n 

bei beliebigem i (HO), so verbalt sich auch 

a? t : a: 2 : - - : a?, fl : : : , (8) 

Das Ergebnis lafit sich nun so zusammenfassen: Ein System von 
n liomogenen Grleichungen mit n Uribekanntw, dessen Determinante gleieh 
Null und vom Eange n~l ist, ist einfach uribestimmt, indent eine 
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Unlekannte ivillkiirlich </,.//' //,//'/"/; wer&en Jcami] das System bestimm 
lediglicli das VerMltnis der Unbekannten, das gleicJiJcommt dem Ver 
Mltnis der Unterdeterminanten zu irgendeiner Zeile von R. 

Es bleibt noch der Beweis nachzutragen, daB durch die Losung (7 
auch die letzte Gleichung des Systems (6), die ausgeschaltet wordei 
war, befriedigt wird ; in der Tat vervrandelt sick die linke Seite diese 
Gleichung durch die Substitution (7) in 



I 



\ 2$X 

*, = ~ 

' nn 



und dies ist Null, weil E = ist. 

II. Angenommen, E sei wieder == Q ; aber vom Range n 2 un< 



&*-2,l 0.1-2,2 ' 



eine der nichtverschwindenden Unterdeterminanten dieses Grades 
Ordnet man dann die ersten n 2 Gleicnungen nach dem Schema 



so ergeben sich daraus x 1? x^ # n _ 2 als lineare Formen von x n _ l 
x n , und erteilt man diesen zwei Unbekannten beliebige Werte, so sin< 
die Werte der vorangelienden dadurch bestimmt. Die Unbestimmthei 
ist also nunmehr eine zweifache. Der Beweis, daB die beiden letzte] 
Gleichungen des Systems (6), die jetzt ausgeschaltet waren, durch di 
so gefundenen Losungen auch befriedigt sind ; wird ebenso gefiihr 
wie unter I. 

Wie man erkennt, kann diese SchluBweise fortgesetzt werden nn< 
fuhrt zu dem allgemeinen Ergebnis, daB, wenn E = und vom Rang^ 
n r ist, n r Unbekannte durch die r ubrigen linear ausgedruck 
werden konnen, so daB die Unbestimmtheit eine y-fache ist. De 
interesselose Grenzfall, daB E vom Range 0, also deshalb verschwindei 
weil jedes einzelne Element Null ist, ftihrt zur volligen Unbestimmt 
heit der Unbekannten. 

III. Erfiillen die Koeffizienten des Systems (6) die Bedingun^ 
B == 0, so daB neben der trivialen noch andere Losungen bestehen, s< 
kann dieses System, indem man die Verhaltniszahlen 
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als neue Unbekannte g i9 # 2? s n ^ l betracb.tet ? in die Form von n 
nicMhomogenen Gleicitungen mit n 1 Unbekannten gebracht werden : 

ii *i + ii *+ + i,-i *,_i + i - 

*il *i + *a + + _ *_ + V - 



<**L *1 + a nt % + * ' + ,*-! *-! 4- . = 0. 

In bezug auf ein solches System gilt also der Satz: Eln System 
von n nichthomogenen linearen Gleiciiungen mit n 1 Unbekannten be- 
sitst war dann eine Losung, mit andern Worten, e$ ~kann nur dann be- 
stehen, ivenn die Determinante aus den Koeffizientin und den absoluten 
Gliedern Null ist. 

IV. Man nennt die Grleichung JR =* mit Bezug auf das System (6) 
oder das System (9) dessen Resultante; sie driickt die Bedingung der Auf- 
losbarkeit des Systems aus. Man kann aber dieselbe Grleichung auch als 
das Resultat der Elimination der Unbekannten aus dem betreffenden 
System auffassen, bei welcher Elimination die Existenz einer Losung 
schon yorweg genommen wird. Aus diesem Grrunde wird die Deter- 
minante E aucb. als Eliminante des Systems (6) oder (9) bezeichnet 1 ). 

122. Beispiele. 1. Es sind die Grleiehungen 

2# 3 + 4^ 11 



x 



6 



19(11 -14) ==-3.19 



aufzulosen. 

Ihre Determinante 

2_3 4 0-11 14 

E= 1 4-5 =1 4-5 

3-7 4 0-19 19 

ist von Null verschieden; darum gibt es eine Losung. Man hat weiter 
die Zahlerdeterminanten : 

11-3 4i , 5 lr~l 
R x ~ - 6 4-5 - -6 4-5 
j 1-7 4 ! 1-7 4 
!0 36-21 

0-38 19 -19(36 42) -6.19, 
1 -7 4J 

1) Neben dieser Terminologie ist auch eine andere gebrauchlich, derzufolg 
It, als Resultante bezeichnet wird; alsdann muB gesagt werden, der Bestand des 
einen oder andern G-leichungssystems erfordere das Yerschwinden der Resultante. 
Das Eliminationsproblem bei linearen G-leichungen bildete fur Leibniz und 
Cramer den Ausgangspunkt fur die Erfindung der Determinanten. Ygl. hierzt 
die Note zu 95. 

Ozuber, Hohere Mathematik. 13 
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4 -e|- 
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4 


-6 
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-7 1 


i 3 


-7 


1 











11 


23 






= 


1 


4 


-6 


= 






0-19 19 





19(14-23) = -9.19, 



19(11 -23) --12.19, 



folglich ist 

a? -2, y-3, *-4. 

2. Die Determinate des GleictuDgsystems 

4# + 5y + 6^ = 2 
ist Null (96); die Zahlerdeterminante 



623 




623 




- 423 


-256 





-256 


= 


- 2756 


989 




510 




010 



24-81 



versdrwindet aber nicht; man hat es also mit einem System einander 
widersprechender Grleichungen zu tun. In der Tat erhalt man durcli 
Subtraktion der ersten Gleichung von der verdoppelten zweiten 

lx + 8 + 90 = 10 



im Widerspruch zur dritten. 
3. Das Gleichungssystem 



= 4 



gibt keine Bestimmung fiir $, y, 0, weil niclat nur E ; sondern aucli 



423 

756 

108 9 



221 
251 

281 
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und darum notwendig auch E y = 0, E 3 ist. Die Gleichungen 
sind nicht unabhangig von einander; man erkennt dies u. a., wenn 
man von der verdoppelten zweiten die erste subtrahiert; es ergibt 
sicli die dritte. Da JR vom Range 2 ist, kann man einer Unbekannten 
einen beliebigen Wert beilegen, aus zweien der Gleiehungen die beiden 
andern Unbekannten rechnen; die dritte Gleichung ist durch jede so 
gefundene Losung befriedigt. 
4. Das Gleichungssystem 







7y 



besitzt einzig nnd allein die Losung x ~ 0, y 
Determinante E 4- ist (vgl. 1). 

5. Hingegen hat das Gleichungssystem 



; ^ = 0, weil seine 



lx + %-f 9^ = 

einfacb-nnendlich viele Losungen, weil seine Determinante Jf? 
vom Range 2 ist; es bestimint das Verhaltnis 



und 



2 3 
5 6 



3 1 

64 



1 2 

45 



ist also durch #=>l, T/ = 2A ; 
6. Das Gleichungssystem 

x+ 2y+ 



bei beliebigem A erfullt. 



+ 14y + 15* + 16t* = 
hat eine verschwindende Determinante; denn 



1234 




1131 


5678 




5171 


9 10 11 12 


^ 


9 1 11 1 


13 14 15 16 




13 1 15 1 



B ist ferner vom Range 2, weil alle Unterdeterminanten dritten Grades 
Nri.ll, hingegen die Unterdeterminanten zweiten Grades nicht Null sind. 
Es gibt deshalb zweifach-unendlich viele Losungen^ die man in folgen- 
der Weise darstellen kann. Aus den ersten zwei Gleiehungen folgt 

13* 
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X =- - 



30 

Is 



y-- 



durch 



-4w 2 

- 8u 6 i 
f + 4tt ! 



57^ + 



1 2 
5 6 
1 2 
5 6 



w ; 



sind also bei beliebigem A, ^ alle vier Gleiehungen befriedigt. 
7. Durch das Gleichungspaar 



ax + ly + 







sind die Verhaltnisse x\y\z bestimmt, sofern nicht alle zweireihigen 
Determinanten, die aus der rechteckigen Matrix 

a h c 

a"b r c' 
gebildefc werdeu konaen, Null sind; unter dieser Voraussetzung ist 



& c 


. 


c a 




a 1 


b' c 




c a 




a' 1' 



2. Allgemeine Satze fiber holiere algebraische Gleiclmngen. 

123. Hauptsatz der Algebra. Eine ganze Funktion n*ten 
Grades der Variablen x hat die aUgemeine Form: 



Von den Eoeffizienten a ,a 1? a n wird hier ein fur allemal voraus- 
gesetzt^ da8 sie reelle ZaUen seien; hingegen soil x nicht auf reelle 
Zahlen beschrankt, sondern aucb. komplexer Werte fahig sein. 

Die Anfgabe, zu einem gegebenen Werte des Arguments x den 
zngehorigen Wert der Pnnktion zu bestimmen, hat immer eine und 
nur eine Losung; ihre Auffindung erfordert nur die vier Spezies. 

Die umgekehrte Aufgabe, zu einem gegebenen Funktionswert & 
einen Argumentwert zu bestimmen, der ihn herbeifuhrt, bildet ein 
neues Problem, dem man folgende typische Form geben kann: Sub- 
trahiert man 6 von a n und schreibt a' n fiir a n 6 ; so kommt es nun 
darauf an ; der so abge'anderten Funktion den Wert Null zu geben. 

Auf diese Weise entsteht das durch den Ansatz 



/(a?) - a Q x n 



a = 



(1) 
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ausgedriickte Problem, wobei fiira' n wieder das Zeichen a n geschriebei 
wurde Diesen Ansalz nennt man eine algebmiscle GleicJmng tt-ten Grades 
einen Wert x^ , der die Forderung erfiillt, eine Wurzel der Gleichung odei 
eine Nullstelle (auch Wurzel) von /(x): % heiBt nunmehr die Unbe 
kannte, das von von x freie Glied a n das absolute Glied der Gleichung 

DaB jede Gleichung ersten und zweiten Grades eine Wurzel be 
sitzt, lehren einfache arithmetische Uberlegungen; die Frage, ob dies 
fiir jede Gleichung beliebig hoheu Grades gelte, erfordert zu ihrei 
Erledigung liber das Gebiet der Arithmetik hinausreichende Unter 
suchungen. Den ersten befriedigenden Beweis, daB dem so sei, ha1 
Gaufi gegeben und in seiner Doktordissertation (1799) veroffentlicht 
Wir nehmen hier den Hauptsate der Algebra, der diese Tatsache aus 
druckt, als bewiesen an und formulieren ihn wie folgt: Jede algebra 
iscJie Gleicliimg leliebig liolien Grades ~besitzt eine Wurzel. 

124. Entwicklung einer ganzen Punktion nach einen 
Inkrement der Variablen. Wir stellen uns die Aufgabe: Weni 

f(x) - oo*" + (1^-1+ - + (2 

ist, so soil f(x + Ji) nach Potenzen von h entwickelt werden. 

Die Losung konnte so geschehen ; daB man in (2) x + h fur L 
setzt, die verschiedenen Potenzen dieses Binoms ausfiihrt und schliefi 
lich nach den Potenzen von h, deren hochste Ji n sein wird, ordnet 
das Resultat wird ein Ausdruck von der Form 

f(x + A) - X Q + X, h + X, A 2 + + X n h" (3 

sein; X Q , X 13 - X n werden sich aus x und den Koeffizienten a zu 
sammensetzen. 

Ohne die beschriebene Entwicklung vorzunehmen, kann mai 
X Q , X 1} - - X n durch folgende Betrachtung gewinnen. 1st das Argu 
ment irgend einer Funktion /(u) eine Summe von zwei Yariablei 

77* (tt t A'^ ~fp(it\ 

x + y, so kann dem Differenzenquotienten N iJ -- ^ auch ein* 



-- J 

werden; geht man mit 8 znr Grenze Null uber, so ergibt sich au 
dieser Bemerkung, daB F'(u} = F* x (x + y) F' y (x + y) ist. 

Hiervon machen wir bei der Gleichung (3) Anwendnng un< 
dififerenzieren sie w-mal nacheinander in bezug auf h rechts, in bezti{ 
auf x links; das Ergebnis dieser Differentiationen lautet: 
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Setzfc man in (3) und (4) h = 0, so ergibt sicli, wenn man bei 
den Ableitungen von f(x) den jetzt iiberflussigen untern Index forfc- 
lafit: 




Fiihrt man diese Werte in (3) ein, so ergibt sich die verlangte 
Entwicklung : 



Bei ihrer Ableitung kam der Umstand, da6 f(x) eine ganse 
Funktion ist, nur insofern zor Greltung, als die Bildung der Ableitungen 
(4) mit der n-ten einen natiirlicnen AbschluB fand. 

125. Algebraische TeUer einer ganzen Punktion. Horuer- 
sches Divisionsverfahren. Nach dem Hauptsatze der Algebra hat 
die Funktion f(x) eine Wurzel, sie heifie $ 19 so daB f(x^) = 1st. 
Mit Bezug auf diese gilt nun der Satz: Die Different x x l ist ein 
algebraischer Teller von f(x). _ 

Schreibt man namlich f(x) in der Form f(x + x a^) und 
wendet darauf die Entwickluag (5) an, so wird : 



da nun/^^O, so ist tatsachlieh x x 1 ein Faktor der rechten 
Seite, also auch von /(x), d. h, f(x) ist durch x ^ teilbar. Der 
Quotient ist 



also wieder eine ganze Funktion, fi(x\ vom Grade n 1, der Koeffi- 
zient ihrer hochsten Potenz, wie aus dem Divisionsverfanren hervor- 
geht, wieder a ; man kat also 

/to-Cs-aO/^). (8) 

Man nennt x x den zur Wurzel x 1 gehorigen Wwrtdfaktor 
von f(x). 

Ist asj nictt Wurzel von /(^), so erstreekt sieli die Teilbarkeit 
nur auf die Grlieder vom zweiten angefangen in der Form (6), folg- 
lich ist f(x^) der verbleibende Divisionsrest. Dieser wichtige Sach- 



Wurzelfaktoren. Hornersche Division. 19S 

verhalt kann so ausgesprochen werden: Dividiert man f(x) durch 
x x i9 so gibt der verbleibende Rest den Wertwti f(x) am ist er Null 
so war #! erne Wurzd. 

Hierin liegt das bequemste Mittel, den zu einem Argumenhvert x l 
gehorigen Funktionswert zu bereehnen und von einem Argumentwert 
zu entscheiden, ob er eine Wurzel sei. Die dazu fiihrende Division 
lafit sich nach einem von W. Gr. Horner (1819) angegebenen Schema 
iechanisch ausfiihren. Man hat nach den gewohnlichen Divisions- 
regeln : 



x n a x x n ~ 



(x t a + a t ) x n ~ l Xj (x l a Q + a t ) sf 



2 



das Bildungsgesetz der Koeffizienten A Q) J. u J. 2? des Quotienten 
ist hiernach folgendes: 

A = rt o 



A, 



und fdhrt, an einem speziellen Fall erlautert, zu folgendem Schema: 
Um f(x) = 55? 3 2x* + 4tX 8 durch x 2 zu dividieren ; sihreibe 
man die Koeffizienten ^ber einem Strich nebeneiuander und rechne 
an ihnen mit der Zahl 2 wie folgt: 

5248 



25 8 20 (32) ' 

man bildet namlich nach und nach 2-5 2 = 8, 2-8 + 4 = 20, 
2 - 20 8 32; 32 ist als Divisionsrest durch Einklammerung ge- 
kennzeichnet ; es ist also 

(5^ 3 2# 2 + 4# 8) : (x 2) 5# 2 + Sx + 20 + ^-^ ,/(2) = 32. 

Um auf alle in Betracht kommenden Umstande aufmerksam zu 
machen, sei noch die Division von /(#) = x 4 - 5ar 2 6 durch x + 2 
ausgefuhrt; das Schema lautet hier so: 

1 o .5 o 6 

2 I 1 2 1 2 ( 10) 

und gibt 



200 Gleichungen. 2. Allgemeine Satze iiber h6t. algebra! sche Gleichungen. 

126. Anzahl der Wurzelu eiuer algebraischen G-leichuug. 

Durcli wiederholte Anwendung des Hauptsatzes, daB jede ganze Funk- 
tion eine Nullstelle besitzt und durcb den zugeborigen Wurzelfaktor 
teilbar ist, ergeben sich die folgenden Ansatze: 



(x - x^ 



dabei bedeutet y. +1 eine Nullstelle von / t (x) 9 das eine ganze Funktion 
vom Grade n i mit dem Anfaugskoeffizienten a Q ist; folglicb ist 
f n (x) a Q selbst. Die Mnltiplikation yorstehender Gleicbungen ftlbrt 
also zu /(a) _ flo(a . _ ^^ -a^...( x - X J } ( 9 ) 

aus welcher Darstelhmg unmittelbar hervorgebt, daB f(x} die Null- 
stellen a^,^, # n tat. Es gilt sonach der Satz: Sw^ Gleichung 
n-ten Grades lesitet n Wurzeln. 

Die Annahme, f(x) besitze anfier den genannten Nullstellen noch 
eine weitere, von ibnen verscbiedene Nullstelle x', b'atte den Ansatz 

/(<O - a.(x f -xj(x r - a:,) - (' - a?J - 

zur Folge ; der aber ; da die samtlicben DiiBFerenzen von Null ver- 
scbieden sind, nur besteben kann, wenn a = ist. Dann aber wird 
f(x) vermoge (9) durcb jeden Wert von x auf Null gebracbt; 



kann aber nur dann identiscb Null sein, d. L fiir jeden Wert von x 
verschwinden, wenn die Koeffizienten einzeln Null sind: 



afeo eiwe ^aw^6 Funktion n-ten Grades mehr als n Null- 
sfdlen hat, so hat sie deren unendlich vide, indem sie fiir jeden Wert 
von x verschwindet. 

Haben die zwei ganzen Funktionen 



fur mehr als n Werte von x gleicbe Werte, so besitzt die Gleicbung 

f(x) - g (x) - (a - 6 ) af + (a, - 6,) - 1 + - - - + (a n - 6 n ) - 
mehr als n Wurzeln; infolgedessen- ist-^aetwendig 

o - 6 o - 0, i - &i = -0, - - - a n - & n = 0, 



also. 



Anzahl der TVurzeln. Mehrfacke Wurzeln. 20'. 

Zwei nacJi x geordnete Polynome sind also m<r dann identisa 
gleich, icenn sie in den zu gleichen Potensen gehvrigen Koeffizientet 
ifbereinstimm en. 

Auf diesen Satz stiitzt sich ein vielfaeh ange\vendetes Verfahrei 
der Algebra, das von Descartes unter dem Namen ; ,Methode de 
unbestimmten Koeffizienten" eingefukrt worden ist. 

127. Mehrfache Wurzeln. Die Ableitung der Gleiehung (9 
schlieBt nicht aus ; daB sich unter den Werten x 1} # 2? x n , die als 
Nullstellen der Funktionen /(ff)./i(ff), '/ n .i(^) auftreten, gleich< 
befinden. Sind beispielsweise x 1 = oc. 2 = =* x k , alle folgenden abe 
hiervon verschieden, so tritt der Faktor x sc 1 nicnt mzmal, sonderi 
ft-mal au, nnd x 1 heiBt dann eine k-fache Wursd] die Gleichung (9 
aber nimmt die Gestalt an: 



Um die Bedingungen zu finden ; welche/(^) erftillen mtiB, nm x l zu 



7c-fachen Wurzel zu haben, entwickeln wir /(x) ^f(cc l + x a^) nac! 
Potenzen von a; ^ (124): 



soli x l fc-fache Wurzel sein, so muB sich von der rechten Seite de 
Faktor (x x^f, und kein hoherer, abspalten lassen; dies tritt abe 
nur dann ein, wenn 



ist. In Worten heiBt dies: Eine Jc-fache Nullstelle von j (x) Irim 
nieJit nur diese Funktion, sondern auch iJire Alleitungen bis zur k l-te 
Ordnung einschlieftlicfi auf Null. 

Ist x l eine -fache Nullstelle, so lautet also die Entwicklun 
von x: 



und es ergibt sich daraus: 



folglich hat f(x) dieselbe NullsteUe nurmehr Js 1-fach, /"(x) nu 
mehr k 2-fach, - - schlieBlich /^^(x) nurmehr einfach. 

Bestimmt man demnach den gemeinsamen Teiler von J(x) ur 
), so enthalt er alle Wurzelfaktoren von /(a?), die zu mehrfachc 
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Wurzeln gehoren, in einer urn 1 niedrigeren Multiplizitat ; spaltet man 
also diesen Teller g(x), der durch das Verfahren der Kettendivision 
zu gewinnen 1st, von f(x) ab, so hat die verbleibende Funktion 
f(x):g(x) nurmehr einfache Nullstellen. 

128. Komplexe "Wurzeln. Substituiert man in einer ganzen 
Funktion f(x) (mit reellen Koeffizienten, wie hier ausdriicklich her- 
vorgehoben werden soil) Mr x die komplexe Zahl a + (Si, vollfuhrt 
die angezeigten Operationen und fafit schlieBlich die reellen und die 
imaginaren Bestandteile zusammen, so ergibt sick eine Zahl A + Si. 
Wiederholt mail den Vorgang mit der Substitution cc fiij so ent- 
steht das Resultat A Bi. 

1st nun a + (ti eine Wurzel, also A + Bi 0, so ist notwendig 
-4 = 0, JB = (18); dann aber ist auch A Bi = Q, also auch 
a j8 eine Wurzel. 

In einer GleicJiung mit reellen Koeffizienten zielit also eine horn- 
plexe Wurzel die Iwnjugiert 'komplexe notwendig nacJi sieh. 

Da hiernach komplexe Wurzeln stets paarweise vorkommen, so 
hat eine Grleichung mit der Machen Wurzel a + (li auch a (li zur 
Jfc-fachen Wurzel. Weiter folgt daraus, dafi eine Gleichung ungeraden 
Grades notwendig inindestens eine reelle Wurzel besitzt. 

Die yon einem einfachen konjugiert komplexen Wurzelpaar her- 
ruhrenden Wui-zelfaktoren x a pi, x a + pi geben zum Produkt 
(x a) 2 + ]8 2 3? 2 ax + a 2 + j3 2 , also ein im reellen Gebiete nicht 
zerlegbares quadratisches Trinom x 2 + yx + g; zwei S-fache konjugiert 
komplexe Wurzeln fiihren demnach zur ^-ten Potenz eines solchen 
Trinoms. 

AUe Falle zusammengefafit, kann man somit sagen, daB eine 
ganze Funktion rnit reellen Koeffizienten sich darstellen laBt als Pro- 
dukt von Faktoren, die vier Typen aufweisen konnen: x # 1? (x x^ 
# 2 + $x + q, (x 2 + px + #)*; abgesehen ist dabei von dem immer auf- 
tretenden konstanten Faktor a . Die Herstellung dieser Produktform 
imd die Auflosung der Gleichung sind aquivalente Probleme. 

129. Zusammenhang zwisohen den Wurzeln und den 
Koeffizienten. Wenn man die beiden Darstellungen einer und der- 
selben ganzen Funktion f(x\ das Polynom und das Produkt, einander 
gleich setzt, so entsteht die identische, d. h. fur alle Werte von x 
giltige Gleichung 

a Q x n + a t x n ~ l + - - . + a n a (x x^(x x^) (x a? n ). 

Entwickelt man das Produkt rechter Hand und ordnet es nach 
Potenzen von x, so ergibt sich auf Grund des letzten Satzes in 126 
die tlbereinstimmung der beiderseitigen Koeffizienten, derzufolge also 
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- 



..^ -(-!) J; 

die Summenzeichen beziehen sicli der Reihe nach auf alle Kombi- 
nationen olme Wiederliolung der 1., 2,, - - n 1-ten Klasse aus den 
Zeigern 1, 2, w. 

Diese Eelationen misclien den Wurzeln und den Koeffizienten ge- 
statten die Losung der Aufgabe: JBiwc Gleiclmng aufsustellen, die ^ge- 
gebene Wurzeln lesitzt. Es sind dazu nur die yier Spezies ini Gebiete 
der komplexen Zahlen erforderlich. 

Die auf den linken Seiten von (11) stehenden TVurzelfunktionen 
taben die Eigenschaft, sicli nicht zu andern, wenn man die Wurzeln 
irgendwie untereinander vertauscbt; Funktionen dieses Verhaltens be- 
zeiclinet man als symmetriscli in Bezug auf ihre Arguments und 
nennt die in (11) auffcretenden die symmetriscliwi GrundfunTtfionen dei 
Wurzeln der Grleichung. Jede andere symmetriscne Funktion dei 
Wurzeln laBt sich durch sie ? also auch durch die Gleichungskoeffi- 
zienten rational darstellen. So kann man beispielsweise die Quadrat- 
summe der Wurzeln einer beliebigen Gleichung bereclinen ; ohne diese 
aufzulosen, aus den Koeffizienten allein. Denn 



und rait Zuziehung der ersten zwei Relationen aus (11) ergibt sich 
daraus: 



130. Transformation der TTnbekannten. Ein wielitiges Hilfs- 
raittel der Umformung von Grleichungen zum Zwecke ihrer leichteren 
Losung bildet der Ubergang zu einer neuen Unlefcannten, oder, wie 
man dies ausdriickt ; die Transformation der Unbekannten. Die neue 
Unbekannte stelit dabei mit der urspriinglichen in einer bekannten 
Bezietung. Drei wichtige Falle seien hier angefohrt. 

I. Setzt man x =* k#, so gelit die Grleiehung f(x) *** iiber ID 
die neue J B -I^-I + . . . + ^ _ (121 



und in der Produktform: 
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aus der letzteren erkennt man ; daB die Wurzeln der neuen Gleichung: 



durch Division der Wurzeln der urspriinglichen Gleichung mit Jc entstehen. 

Man macht von dieser Transformation Gebrauch, urn die Koeffi- 
zienten der Grleicliung auf groBere oder kleinere Zahlen zurtickzufiihren. 

Von der speziellen Transformation, die sich fur k = 1 ergibt, 
wird haufig Gebrauch gemacht; man kann sie kurz als Zeichen- 
anderung der Unbekannten oder als den Ubergang von f(x) = zu 
+ /( x) = bezeichnen, wobei das Vorzeichen links so gewahlt wird, 
daB das erste Glied positiv ausfallt. 

II. Die Substitution x = g + h verwandelt die Gleicliung/(^) in 



eine Gleicliung, die bereits geordnet ist nach den Potenzen der neuen 
Unbekannten. 

Die Berecnnung der Koeffizienten kann in folgender Weise ge- 
schehen: 

f(Ji) ist der Rest, der bei der Division von f(x) durcb. x li 
verbleibt (125); der Quotient dieser Division ist 



-- ist der Rest^ der bei der neuerliclien Division dieses Quo- 
tienten durch x h verbleibt ; der Quotient dieser Division ist 



Y~r ist der Rest, der bei der Division dieses Quotienten durch 

x h verbleibt usw. 

Man erhalt also die Koeffizienten von (13) als Reste bei der 
wiederholten Division durch x h, und zwar in der Reihenfolge von 
der niedrigsten Potenz zur hochsten; die Divisionen werden am be- 
quemsten nach dem Hornerschen Schema ausgeffihrt. 

Um z. B. die Gleichung #* 2# 8 3# 2 + 1 =0 durch die Sub- 
stitution x = & + 3 zu transformieren, hat man folgende Rechnung: 

i 9 . 301 

3 



1 

1 

-* 


1 

4 

n 



12 

/nr>\ 



(36) 


(1) 



1 (10) 

(1) 
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and die transformierte Gleichung lautet: 



1-0. 
III. Durch die Substitution x = gelit f(x) = iiber in 



und nach Beseitigung der Nenner weiter in 

^ (H 



Die Wurzeln dieser Gleichung sind die Reziproken von den Wurzeli 
der ursprunglichen Gleichung. 
1st insbesondere 

*-<-f O'-O, 1, 2, -.. ), (15 

wobei durchwegs das eine oder das andere Zeichen gilt, so stimm 
die transformierte Gleichung mit der ursprunglichen bis auf da 
Zeichen der Unbekannten uberein, hat also auch deren Wurzelr 
In einer Gleichung mit der Koeffizientenrelation (15) gehort also z; 

jeder Wurzel x i auch deren Reziproke ; ist der Grad der Gleichun; 

ein gerader, so teilen sich die Wurzeln in zwei gleich starke Gruppei 
deren eine die reziproken Werte der andern umfafit; ist der Grad ei 
ungerader ? so verbleibt noch eine vereinzelte Wurzel, die notwendi 
1 ist. Gleichungen dieser Art bezeichnet man als reziproke Glewhunge* 

3. Resultante und Diskriminante. 

131. Besultante zweier algebraischer G-leichungen. I. Wen 

zwei Gleichungen 

f(y) - a o! r + oisr-^ - - + <*>*= o (i 

g(y} - 6 jr + ^y"- 1 + - - . + z>, - o (2 

mit unbestimmten Koeffizienten vorliegen, so kann die Frage aufg* 
worfen werden, unter welcher Bedingung sie mindestens eine gemeit 
same Wurzel besitzen. Da die Wurzeln von den Koeffizienten at 
hangen, so wird es dabei auf einen aus den Koeffizienten beids 
Gleichungen zusammengesetzten Ausdruck, also auf eine Funktio 
dieser Koeffizienten ankommen, der von vomherein der Name Eesu 
tante beider Gleichungen gegeben werden soil. 

Um dies zunachst an einem speziellen Fall zu erklaren, seien di 
Gleichungen quadratisch: 

^o2/ 2 + a iJ/ + a 2 a=0 / 

2 
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multipliziert man unter der Vorstellung, y konne in beiden diesell 
Zahl bedeuten, die erste mit & 2 , die zweite mit a 2 und addiert, s 
entsteht: 

<*&] - 0; 



der Fall, daB y = eine gemeinsame Wurzel sei, ist ausgeschlosse] 
wenn man nicht die einschrankende Voraussetzung # 2 = 0, & 2 = 
machen will; darum mu8 

ab] + a a 



sein. Multipliziert man hierauf die erste der Gleichungen (a) m 
& 0? die zweite mit a Q und bildet ilire Summe, so ergibt sich 

(a A - i6 )y + a A >A = a 
Aus den beiden linearen Grleiclmngen folgt aber (121, III) 



, , - ,0 

Oj ^OQ 

und in ausgefuhrter Form: 

0. 



Dies ist also die Bedingung fur das Vorhandensein einer gemeii 
samen Wurzel, die linke Seite mithin die Resultante der beide 
quadratischen Gleictungen (a); der ausgefiihrte ProzeB ist aber di 
Elimination yon y zwischen diesen Gleichungen, (j3) die daraus heryo] 
gehende Endgleichung. 

II. Um nun die Aufgabe der Resultantenbildung oder der El 
mination allgemein an den Gleichungen (1) und (2) zu losen, mult 
pliziere man die erste der Reibe nacb mit y n ~ l , y n ~ z , - 1, die zweit 
mit y m ~\ 0- 9 ,."-;L; das so entstandene System: 









kann als ein System von m + n nicbthomogenenen linearen Gleicl 
ungen mit den m + n 1 Unbekannten y m +n-i y ym+n~^ . . . y g^ 
sehen werden ; und die Bedingung fur seinen Bestand lautet (121, III 
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0i <* 



0. 



(3) 



Hiermit ist die Aufgabe fonnell gelost; die Resultante, durcK 
line Determinante m + w-ten Grades dargestellt, in der alle nicht- 
besetzten Stellen durch Nullen auszufullen sind, umfaBt die Koeffi- 
zienten beider Grleichnngen in einer leicht zu iiberblickenden gesetz- 
mafiigen Form. 

Das tier befolgte Verfaliren ist von J. Sylvester (1840) an- 
gegeben worden und wird als die dialytische Methode bezeicknet. 

Fiir die zwei quadratischen Gleichnngen (a) ergibt sich nach 
diesem Verfahren die Resnltante zunachst in der Form: 



E 











multipliziert man die dritte Zeile mit a Q und subtrahiert von ihr die 
mit 6 multiplizierte 'erste, so wird 

a Q! <%2 

&Q <%! a 2 

ttffii #i&o ^0^2 ^2^0 ^ 

J n &1 &9 



^*0 



^2 ! 



woraus weiter, wenn man die dritte Zeile mit a 2 multipliziert und die 
mit & 2 multiplizierte erste von ihr subtrahiert, hervorgehit: 



a 6 2 a 2 6 1 ^^ 



so daB scMieBlicli 



E 



"" a 



folgt in Ubereinstimmung mit (j3). 
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132. Der Satz von Bezout. Wir kehren zu den Gleichungen (1), 
(2) zuruck, als deren Resultante das in (3) angeschriebene E erkannt 
worden ist, und nehraen an, jedes a. und 6 Z sei eine ganze Funktion 
von x vom Grade i: dann sind / und g ganze Funktionen von x, y 
vom Grade ni, bzw. n, geordnet nach Potenzen von y; E aber ist 
jetzt eine ganze Funktion von x, defen Grad nun bestimmt werden 
soil. Bezeichnet man das Element en system von E symbolisch durch 



C n, m + n 



und vergleicht dies mit dem faktischen Elementensystem, so bemerkt 
man, dafi in der ersten Zeilenserie 

c tk = ; wenn A' i < und "k i > w ? sonst aber c u = a jt _ { , 
in der zweiten Zeilenserie 
c n ^.^ k = ? wenn i ?<0 und A i>^ ; sonst aber c nJri k 6 A ,_ Z .. 

Nun lautet das allgemeine Glied von J3 in der Schreibung (4), 
vom Vorzeieten abgesehen ; 



und enthalt es keines der Elemente von den leeren Platzen, in welchern 
Falle es ja Null ist ; so ist sein Grad 

^-1 + ^-2 + - .. + ,- n + jSi-1 + jJ, -2 + .-. + P m - m 



2 tt 2 9 > 

also, da die Summe der a und /3 gleichbedeutend ist mit der Summe 
der Kolonnenzeiger 1, 2,>-*m + n in irgend einer Anordnung, 

(m -f- nX^t + ^ + 1) ^(w + 1) w(w + 1) 






Somit sind alle Glieder von JJ, daher auch E selbst, ganze Funk- 
tionen voin Grade mn und die Gleickung 



die die Bedingung gemeinsamer Wurzeln y ausdriickt, mn-ten Grades 
es gibt also mn Werte von %j fur welche die Gleichungen / 
^r eine gemeinsame Losung nach y haben. Dies gibt den Sats 
von Bezout: 
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Zicei algebraisclie Gleiclnmgen mil den UnleJcannten x^ y v wm 
Grade m und n, besitzen m n Losungen. 

Hierbei sind wiederholte Losungen entsprechend ihrer Multiplizitat 
und komplexe Losungen ebenso zu zahlen wie reelle. 

Es ergeben also beispielsweise zwei quadratische Gleichungen 
vier gemeinsame Wertepaare, eine quadratische mit einer kubischen 
deren sechs usw. 

133. Diskriminante einer algebraischen G-leichung. Untex 
den Wurzeln einer Gleiehung mit unbestimmton Koeffizienten werden 
sick mehrfache nur dann befinden, wenn die Koeffizienten in einei 
gewissen Beziehung zueinander stehen. Einen Ausdruck aus den 
Koeffizienten, welcher geeignet ist, dariiber zu entscheiden, wollen wii 
als die Diskriminante der Grleichung bezeicbnen. Ein solcher Aus 
druck leistet noch uiehr; da namlich der Ubergang von reellen zi 
komplexen Wurzeln durch wiederholte Wurzeln erfolgt, so dient die 
Diskriminante auch dazu, solche Wertverbindungen der Koeffizienten 
die zu reellen Wurzela in bestimmter Anzahl fiihren, zu sondern vor 
andern Wertverbindungen, die zu einer groBeren oder geringeren An 
zahl reeller Wurzeln AnlaB geben. 

Die quadratische Grleichung bietet das einfachste Beispiel de 
Diskriminantenbildung. Man erhalt als Auflosung von 

a Q x*+ 2a^ + fl 2 = 
die beiden Wurzeln 



ihre Beschaffenheit hangt von dem Ausdruck 

D = a\ a a s 

ab ; der unter dem Wurzelzeichen steht; 1st er positiv, so sind di 
Wurzeln reell und verschieden; ist er negativ, so sind sie imagina 
und aucn versehieden, weil konjugiert komples; nur wenn D ( 
werden die Wurzeln einander gleich. Der Ausdruck D ist also g< 
eignet ; als Diskriminante der obigen quadratischen Grleichung ang( 
sehen zu werden, und D = ist die Bedingung einer zweifache 
Wurzel. 

Nun ist in 127 die notwendige und hinreichende Bedingung di 
fur erkannt worden, dafi eine Gleichung f(x] = beliebigen Grade 
mindestens eine mehrfache Wurzel besitze; sie besteht darin, daB ft 
eine solche Wurzel auch f'(x) = sein muB. Daraus ergibt sic 
der Satz: 

Soil die GleicJmng f(x) = eine mehrfaclie Wur#el Jialen , so / 
noticendig und ausrtichend, daft das Gleichungspaar f(x) = 0, f(x) = 
eine gemeinsame Wwrzel besitzt; mithin kann die EesidtanU der leidt 
leteten Gleichungen als Diskriminante der ersten genommen werden. 

Czuber, Hohere Matkematik. 14 
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Das allgemeine Verfahren znr Bildung der Resultante zweier 
Gleichungen ist aber bereits in 131, II angegeben worden. 
Auf den Fall der quadratischen Gleichung 1 

a = 



angewendet ftihrt dies zu folgender Rechnung: Durch Differentiation 
und nachherige Kurzung mit 2 erhalt man 

a x + a t = 0; 
die Eesultante beider Gleichnngen ist 



R a a t | a (aj a a 2 ) ; 

! <* o a i , 

und daraus ergibt sieh, nach Weglassung des Faktors a Q , der not- 
wendig von Null verschieden ist, die yorhin gefundene Diskriminante 
D = a\ a a 2 ; tatsachlich ist aber mit R = auch D = 0. 
Fur die Gleichung dritten Grades 

x* + px + $ = 0, 
deren Ableituug lautet: 



laBt sich die Aufsuchung def Bedingung fur gleiche Wurzeln dadurch 
vereinfachen, dafi man erst aus der ersten Gleichnng X B [mit Hilfe 
der zweiten eliminiert; 



px =0 

geben nainlich durch Subtraktion 

2pxJ- Zq - Oj 

der hieraus fur x gezogene Ausdruck in die quadratische Gleichung 
eingesetzt ftihrt zu 



oder zu 



das* Vorhandensein gleicher Wurzeln ist also durch das Verschwinden 
des Ausdrucks 27 # 2 + 4p 3 bedingt, der hiernaeh in der Diskriminante 
als Faktor enthalten sein muB. 

Man kann der Diskriminantenbildung auch den folgenden Ge- 
danken zugrunde legen. Das Quadrat des Produkts aus alien Wurzel- 
differenzen einer Gleichung ist eine symmetrische Funktion der Wurzeln, 
weil es bei irgendwelcher gegenseitiger Vertauschung derselben un- 
yerandert bleibt vom Produkt selbst wurde dies nicht gelten. 
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einer am Schlusse von 129 gemaehten Bemerkucg ist aber jede svm- 
metrisclie Funktion der Wurzeln durch die Gleichungskoeffizienten 
rational darstellbar; die so erhaltene Funktion der Koeffizienten hat 
aber vermoge ihres Ursprungs die Eigensebaft, dann ? aber auch nur 
dann Null zu sein, wenn sich unter den Wurzeln gleiche befinden; 
sie kann sich somit von der Diskriminante nur durch einen konstanten 
Faktor unterscheiden x ). 

Bei der quadratischen Gleichung ist beispielsweise die einzige 

Wurzeldifferenz - l ~~ ~~ 2 - , je naehdem man die eine oder die 
a 

andere Wurzel als die erste annimint; ihr Quadrat ^Lr" ^ enthalt 

5 

tatsachlich D = a\ a Q a 2 als Faktor. 



4. Numerische Gleictungen. 

134. Allgemeine G-renzen der "Wurzeln. L Unter einer 
numerischen Gleichung versteht man eine Grleiehung, deren Koeffizienten 
besondere Zahlen sind. Die Wurzeln einer solchen sind somit be- 
stimmt. Zu ihrer Auffindung sind Methoden ausgebildet worden ; die 
unabhangig von dem Grade der Gleichung Geltung haben. In der 
Regel haben nur die reellen Wurzeln ein Interesse; wir beschranken 
uns daher auf die Aufsuchung dieser. 

Als ein wichtiger Umstand erweist sich die Stetigkeit der ganzen 
Funktion, die wieder eine Folge ihrer Endlichkeit ist. Eine ganze 
Funktiou 

/(a?) - Ooa"+ tf 1 ,3f- 1 + - - - + a n 

ist fur jeden endlichen Wert von x endlich, weil sie das Ergebnis 
einer endlichen Anzahl von Multiplikationen und Additionen bildei 
Das gleiche gilt von ihrer Ableitung 

/'(a?) - na,x n - 1 + (n - 



die ja wieder eine ganze Funktion ist. Die Endlichkeit der Ableitung 
hat aber die Stetigkeit der ursprunglichen Funktion zur Folge (57). 
Von den Eigenschaften einer stetigen Funktion kommt hier ins- 
besondere die in Betracht, dafi sie jeden zwischen zweien ihrer Werte 
liegenden Wert annimmt (51, 3.). Hat also f(x) fur a und 6 ent- 
gegengesetzte Werte , so mufi es zwischen a und 6 mindestens eine 
Stelle geben, an der f(x) Null wird. Dies fiihrt zu dem fur die vor- 
liegende Aufgabe wichtigen Satze: 



1) Man definiert die Diskriminante als das mit ( 1) 2 a|-s mil ltipli- 
zierte Quadrat des Wurzeldifferenzenprodukts, wobei n den Grrad der Gleichung 
bedeutet. 

14* 
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Bind /(a) und /(6) ungleich lezeiclmet, so liegt in dem Interval!, 
(a, V) mindestens eine Wurzel der Gleichung f(x] = ; und wenn mehr, 
so deren eine ungerade Zalil. 

Dieser Sachverhalt gestattet schon manclierlei Schltisse. Man 
kann immer bewirken, dafi in der Gleichung 

f(x) - a Q x n + a l &- l + + a,- 

der erste Koeffizient a positiv sei; 1st n ungerad, so ist /( oo) = oo, 
/"() = oo; da /(O) = a n , so findet bei dem Ubergange von x = oo 
zu x = eine Zeichenanderung bei f(x) statt ; wenn a K >0; ist hin- 
gegen a n < ? so erfolgt die Zeichenanderung bei dem Ubergange von 
x zu x = oo. Demnach: 

Eine Gleidiung von ungeradem Grade hat mindestens eine reelle 
Wursel, deren Zelchm das entgegengesetste des absoluten Gliedes ist. 

So besitzt 4# 3 5# 2 -)-6,z: + 3 = sicher eine negative, 2 x* 3 x* 4 
= eine positive Wurzel. 

Ist n gerad, so ist f( oo) = oo und da f(Q) = a n , so erfolgt 
eine Zeichenanderung nur dann ; wenn & w <0 ist, dann aber sowohl 
von x =* - oo zu x als auch von x = zu # = oo. Hiernach 
gilt die Regel: 

Eine Gleichung vwi geradem Grade, deren absolutes Glied negativ 
ist, tiat sicher sowohl eine positive als au-ch eine negative Wurzel. 

Von einer Grleichung dieser Art, aber mit positivem absoluten 
Glied lafit sich nur aussagen, daB sie entweder keine oder eine gerade 
Anzahl reeller Wurzeln hat. 

Das erstausgesagte gilt beispielsweise von der Gleichung # 4 2x 2 
+ 3^ 4 = 0, das letztere von # 4 2a 2 + Bx + 4 0. 

II. Eine Vorfrage, durch deren Erledigung mitunter umstandliche 
Kechnungen veimieden werden konnen, ist die nach den Schranken 
der Wurzeln. Ein zweckmaBiges Mittel, solche zu finden, bietet die 
Newtonsche Regel, welche besagt: 

TT%m/(Z), /'(?),/" (7), -/("-^(Z) sdmtlich positiv sind, so kann 
Jceine Wiwzel der Gleiclung f(x} = fiber I liegen; folglich ist 1 eine 
obere Schranke der Wursseln. 

Denn, 



: (* - 0- 

ist unter den gemachten Voraussetzungen positiv fiir jedes x>l, da 
/()(7) = 1 . 2 . . . na Q immer positiv ist, wenn man fur a > sorgt. 
Geht man zu /( a?) = uber und bestimmt zu der so trans- 
formierten Gleichung wieder die obere Schranke V, so hat man in 
V die untere Schranke fur die Wurzeln von /(#) 0. 
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Bei der Ausfiihrung geht man von f {n ~ l )(x) aus, w'ahlt x (ganz- 
zahlig) so, daB gerade noch f (n ~ l \x) 5 wird, schreitet daun zu den 
niederen Ableitungen vor und erJioht dabei x nach Bedarf, urn das 
positive Zeichen zu erhalten. Das folgende Beispiel die Gleichung 
2 a; 3 5 a; 2 8x + 3 = betreffend, wird dies erklaren: 

_____ -/(- *) 



-8ff-3 2 

60 s -100 -8 : 3 6^ 2 +10^~8 1 

12x - 10 1 12s + 10 

f"(x) ist positiv von rr == 1 aufwarts; /'(I) ist aber negativ, auch 
/*'(2) und erst /'(3) ist positiv; /(3) fallt negativ aus, aber schon 
/(4) ist positiv; also ist I 4. Ahnlich schlieBt man im anderu 
Schema und kommt so zu I' = 2. 

135. Der Satz von Descartes. Man sprieht in einer nach 
den Potenzen von x geordneten Gleichung von einem ZeicJiemcecJisd 
wenn zwei aufeinander folgende Glieder ungleich bezeichnet sind; im 
andern Falle von einer Zeiclienfolge. Zwisehen der Anzahl der Zeichen- 
wechsel und der Anzahl der positiven Wurzeln besteht ein gewissei 
Zusamnienhang ; der sich auf die folgende Tatsache stiitzt: Wenn max 
ein geordnetes Polynom mit x $ multipliziert, worin p eine positive 
Zalil bedcutet, so tccichst mindestens ein Ztidiemcecltsel zu oder derer* 
eine ungerade Zahl. 

Fafit man. namlich die gleichbezeichneten Glieder, wie sie auf 
einander folgen, gruppenweise zusammen ; so hat das Polynom 



v Zeichenwechsel; bei der Multiplikation mit x andert sich an diesei 
Sachlage nichts,- bei der Bildung des zweiten Teilprodukts mit % 
schieben sich die Glieder um eine Stelle nach rechts vor ? das Endglied einei 
Gruppe kommt unter das Anfangsglied der nachsten mit dem Yor- 
zeichen, das dieses letztere schon hat, so daB vom Anfangsglied dererster 
Gruppe zum Anfangsglied der zweiten, von da zum Anfangsglied dei 
dritten Gruppe usw. immer wieder ein Zeichenwechsel stattfinden nntfi 
die im Innern der Gruppen etwa zuwachsenden Zeichenwechsel sine 
notwendig von gerader Anzahl- denn der Ubergang von + zu ode] 
von zu +, wenn er nicht durch dnm Zeichenwechsel erfolgt, kani 
nur durch eine ungerade Zahl von Zeichenwechseln geschehen; mithii 
wachst bis zum letzten Glied der letzten Gruppe entweder kein Zeichen 
wechsel zu oder deren eine gerade Zahl. Nun aber rtickt das Gliec 
( l) r ^jj iiber die letzte Gruppe hinaus und bewirkt immer einei 
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fiihren sie nur zu einer oberen Grrenze derselben. Eiuige Beispiel 
werden dies zeigen; die Aufsclireibungeii bediirfen keiner weitere 
Erklarung. 

a) ^ 4 -f3^ 3 +2^ 2 + 5^~ 6 = (?-!, sr-l: w?'3, v- 1 oderS 

b) z 5 + :3# 2 -l=0 (?r = 1, a; - 1) 

- $ + 3^ 2 - 1 = (' ^2, v oder 2). 

c) # 4 -4# 2 + 3;r 8 = (w?3, ar-1 oder 3) 



d) ^-1 = (w-1, 1; w'-l, *>=!). 

e) # 2w + l = O = 0, jr=0; ^' = 0, v = 0). 

136. Aufsuchunsf rationaler Wurzeln. I. Einer Gleiehun 
mit ganaaaJdigen Koeffizieatea gegeaiiber wird man zuerst die Frag 
stellen, ob sie ganzzahlige Wurzeln besitze, also im Gebiete der ganze 
Zahlen in Faktoren zerlegbar sei. 

Soil die Gleichung 

/(a?) - a x + ^aJ"- 1 + + a n = 0, 

in der die Koeffizienten ganze Zahlen sind, dureh die ganze Zanl 
befriedigt werden ; so muB diese ein Faktor von a n sein ? weil nac 
der Substitution x = p alle Yorangehenden Glieder durch p teilbar sine 
Die ganzzahligevi Wurzeln wn f(x) = sind also unter den Faktore 
des absoluten Grliedes zu suchen. 

Die Anzahl der zu priifenden Faktoren vermindert sick einmi 
dadurch, daB nur die innerhalb der Wurzelschranken gelegenen i 
Betracht kommen koaaen, kann absr oft noch weiter reduziert werde 
auf Grand folgender Bemerkung. 1st 



so hat cp(x) notwendig auch ganzzahlige Koeffizienten, und darum is 
sowohl 



wie auch 



eine ganze Zahl. Man berechne also mittels des Hornerschen Schema 
/( 1) und /(I), wodurch zugleich 1, 1 eventuell als Wurzeln ei 
kannt und ausgeschieden werden; ein Faktor p von a n kann nur dan 
Wurzel sein, wenn p + 1 in /( 1) und p 1 in /(I) ohne Res 
enthalten ist. 

Sind auf diese Weise die zu priifenden Faktoren auf ihre kleinsi 
Anzahl reduziert, so erfolgt ihre endgiltige Prafung und eventuell 
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Auscheidung einzeln mittels der Hornerschen Division; zum Schlusse 
verbleibt erne Gleichung, die keine ganzzahligen Wur^eln mehr zulaBt. 
Beispiel. Die Gleichung 

f(x) = 2x*+ 4# 3 59# 2 - Qlx + 30 = 

kann nach ihrer Zeichenstellung oder 2 positive und ebensoviel 
negative Wurzeln haben; die Schranken der Wurzeln ergeben sich 
durch die nachfolgenden Schemata: 

__ m __ _ /(-*) _ 

j 7 



-61 | 4 8x*-l2z*-118z +61 i 5 

|2 24^ 2 -24^ -118 :3 

+24 I 48^ -24 j 1 

es sind dies 7 und 6; infolgedessen sind nur die folgenden Faktoren 
von 30 zu priifen: 

1, 2, 3, 5, -6. 

Von diesen scheiden waiter aus 1 ; weil /( 1) = 30, /(I) = 84 ? 
dann 3 und 5, weil 3 + 1 und 5+1 in f( 1) nicht enthalten 
sind: es bleiben also 

2, - 8, 5, - 6 

zur endgiltigen Priifung ? fur die das folgende Schema eintritt. 
2 4 -59 _61 30 



-I 


2 


2 


-61 





(30) = 


/(-I) 


1 


2 


6 


-53 


-114 


(-84) = 


/(I) 


\ 


2 





-59 


57 


(-84) 




^) 


2 


8 


-43 


-147 


(-264) 




-3 2 

1 


-2 


-53 


98 


(-264) 




5; 2 


14 


11 


-6 


(0) 




-6! 2 


2 


-1 


OJ) 







+ 2, 3 sind ; wie das Schema zeigt, nicht Wurzeln; 5 ist eine solche, 
und nach ihrer Ausscheidung verbleibt eine kubische Gleichung mit 
den Koeffizienten 2, 14, 11, 6, die 6 zur Wurzel hat, nach deren 
Ausscheidung die quadratische Grleichung 



verbleibt. Es hat also die vorgelegte Gleichung die Wurzeln 5, 6, 

i.4.1^1 1 ]/3 
2 ~*~~2~ ; T 2" 

II. Nach Erledigtmg und Ausscheidung der eventuell vorhandenen 
ganzzahligen Wurzeln wird nach gebrochmen Wurzeln zu jfragen sein, 
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Soil die Gleichung 

f(x\ = a^x n + a i x*- i + - - - + a n _ lX + a n = 

mit ganzen Eoeffizienten durch den Brucli x = befriedigt sein, so mufi 

8 + . . + a,.^- 8 * + a*- 1 - 



sein; da nun, vom zweiten angefangen, alle Glieder ganze Zahlen sind, 
so erfordert der Bestand dieser Gleichung, daB auch das erste Glied 
eine ganze Zahl sei, was nur in der Weise moglich ist, daB p ein 
Teller Ton 0? weil & und p als teilerfremd vorausgesetzt werden 
konnen. Die Nenner der gebrochenen Wurzdn sind also unter den 
Faktaren des Koeffizienten der h'dcJisten Potent zu suchen; die Zahlei 
ergeben sich als die ganzzahligen Wurzeln der Gleichung 

<**z n + atf*"- 1 + a^2 n ~* H ---- + a n p n = 0. 

Hieraus geht unmittelbar hervor ? daB eine Gleichung mit gauzes 
Koeffizienten 7 deren erster 1 ist> gebrochene Wurzeln nicht haben kann, 

Bei Ausfiihrung des eben erorterten Verfahrens wahlt man p ent- 
weder = a selbst oder einem passenden Faktor davon, befreit die 
Gleichung yon den Nennern und geht flann wie in I. vor. 

Beispiel. Die Gleichung 

1 = 



kann an ganzzahligen Wurzeln nur 1 haben. Da sie vollstandig 
ist und keine Zeichenfolge aufweist, so hat sie keine negative Wurzel 
wodurch schon als untere Schranke erkannt ist. Bei der Bestim- 
naung der oberen Schranke: 



- 10 x+ ijl 

B - 150a; 2 + IQx -10 I 1 
288^-3002! +70 | 1 

576^ - 300 I 1 

zeigt sich, daB 1 obere Schranke und zugleich Wurzel ist. Nach ihr* 
Ausscheidung, die durch das Hornersche Schema bewerkstelligt rcii 
verbleibt die kubische Gleichung 



die sich durch die Substitution x = -; verwandelt in 

^-13^+645-72-0; 
ihre obere Wnrzelgrenze bestimmt sich aus dem Schema 
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8 - 13^+54,? -72 



6 



3.? 2 26 3 +54 6 

6.2-26 1 5 

mit 6, das gleichzeitig als Wurzel erkannfc wird; es bleiben also nur 
die Faktoren 1, 2. 3, 4 von 72 noch zu untersucken: 

1 -13 54 -72 



1 


1 


-12 


42 


(-30) 


2 


1 


-11 


32 


(- 8) 


3 


1 


-10 


24 


(0) 


4 


1 


- 6 


(0) 





und es erweisen sick 3 und 4 als Wurzeln; die lefczte Zeile weist 
nocHmals 6 als Wurzel aus. 

Q J_ C 111 

Mithin sind 1, ^, jg, ^ oder 1, 7, y, y die Wurzeln der 
vorgelegten Grleichung. 

137. Biflferenzenreihen. Bevor an die naherungsweise Be- 
stimmung irrationaler Wurzeln geschritten- wird, mufi einiges aus der 
Differenzenrechnung vorausgescliickt werden. 

I. Aus einer endlichen oder unbegrenzt fortsetzbaren Folge reeller 
Zahlen 

w , w 1? u^ - - u n (1) 

werde die neue Folge 

2/1%, z/w 1? -.. ^^ (2) 

naeh dera Prinzip gebildet, dafi jede Zahl in (1) von der ihr nact- 
folgenden subtrahiert wird, so da6 also ^ = % U Q , 4u L u^u L9 
^-i = w- rt w n-1 1st. Man nennt (2) die Differenzenreihe von (1). 

Wird auf sie dasselbe Prinzip angewendet, so entsteht die zweite 
Differ enzenreihe von (1): 

. , , ^ 2 o, ^wi,"-^ 1 ".-!, (3) 

in der also 

^MO-^MJ-^, J'l^^^t^-Ju^ - d-u^^du^- 4u n _. 2 

ist. 

In dieser Weise kann man zu immer hoheren Differenzenreihen 
fortschreiten. 

Ist (1) endlich und aus n + 1 Grliedern bestehend, so ist der 
Bildung von Differenzenreihen dadurch ein Ziel gesetzt ; daB schlieB- 
Kcli eine eingKedrige Differenzenreihe ^/ rt w zustande kommt. Bei un- 
begrenzt fortsetzbarer (1) aber kann die Bildung von Differenzenreihen 
im allgemeinen unbegrenzt fortgesetzt werden. 



Arithmetisclie Reihen hoherer Ordnung. 

Es gibt jedoch Reihen, bei denen sie einen Abschlufl dadurct 
findet, da8 man nach r-maligem DifferenzenprozeB zu einer Reihe 
von gleiclien Gliedern kommt; denn dann bestande die nachste und 
jede weitere Differenzenreihe aus Nullen. Eine so geartete Reihe be- 
zeichnet man als arithmetische Eeihe r-ter Ordnung. Die als arithme- 
tiche Reihe schlechtweg bezeichnete Zahlenfolge ist eine arithmetische 
Reihe erster Ordnung. 

II. Stellt man aus (1) die Reihe . 

flw , au i} au 2 , * -au n (41 

her uiid wendet auf sie Differenzbildung an, so wird 

4 a u { aw <+1 au t = a(u i+1 ; ) = a^u { ; (5) 

dieses Yerhalten ubertragt sich auf die hoheren Differenzen, so dafi auch 

^ r au i =a^ r u i ^ (6) 

war also (1) eine arithmetische Reihe r-ter Ordnung, so ist es (4) 
auch. 

III. Sind ferner die Grlieder yon (1) Aggregate voa der Form 

atij + bVj + cw i + 5 
so wird 

(au l +T>v t +cw i +) 
---- ; (7) 

auch dieses Gesetz ubertragt sich auf die hoheren Differenzen, indem 
4 r (aut + bVi + cwt -\ ---- ) a^ r it t + 1 4 r v t + c^ r w i -\ ---- (8) 

wird. Sind u i9 v i} w iy - - (i = ; 1, 2 ; ) arithmetische Reihen yon 
der Ordnung r, r 1 ? r 2, beziehungsweise, so ist die aus den 
Aggregaten au t + 'bv i + civ { + gebildete Reihe ebenfalls eine arith- 
metische, und zwar von der Ordnung r. 

IV. Die r-ten Potenzen der naturliclien Zalilen bilden eine arith- 
metische Eeihe r-ter Ordnung. 

Die Richtigkeit des Satzes ergibt sich durch folgende Induktion. 
Es ist 



-(2 + l)-il.2, (9) 

also konstant, daher I 2 , 2 2 ; 3 2 , - - eine arithmetische Reihe 2. Ord- 
nung; welter 



folglich unter Benutzung von (6), (8) und (9): 
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1 s , 2 3 , 3 V ' ' somit eine arithmetische Reihe 3. Ordnung; ferner 



1*, 2 4 , 3 4 , - daher eine arithmetische Reihe 4. Ordnung usf.; all- 
gemein gilt also 

A r an r = aA r n r = 1 2 - - ra. (12) 

138. Anwendung auf gauze Ftrnktionen. Die #w Zahlen- 
fdlge *) 2, 1,0,1,2, gefiorigen Werte einer gansen Funk- 
tion n-ten Grades lilden eine arifhmetisclie Eeihe n-ter Ordnung. 

1st /(x) = a Q x n + a^x* 1 " 1 H + a n , so ist nach dem Voraus- 

geschickten 

^f /(a?) - a ^^ + (^^"as"- 1 + + ^/X - 1 2 - - - na, . (13) 

Die Bereckumg der Werte -../(- 2), /(- 1),/(0), /(1) ; /(2), - 
gestaltet sich auf dieser Grundlage sehr leicht, wenn man die Struktui 
des Tableans einer Reihe mit ihren Differenzenreihen: 



naher betrachtet; es ist beispielsweise 
folgHch 



(a] 
A H! = Au^ A* z^ , (ft] 

und analoge Beziehungen bestehen zwischen jeden drei derart situierter 
Zahlen der TabeHe. In Worten: (a) Eine Zahl ist gleich der ftbei 
ihr stehenden plus der rechts neben der letzteren befindlichen, und 
(j3) Eine Zahl ist gleich der nnter ihr stehenden minus der rechts nebei 
ihr befindlichen. Mittels der Regel (a) kann die Tabelle mechanise! 
nach abwarts, mittels der Regel (0) nach aufVarts fortgesetzt werden 
Als Grundlage sind n sukzessive Werte von f(x) notwendig, die mar 
am besten mittels des Hornerschen Schemas berechnen wird; dem 
dann konnen Differenzen bis zur n 1-ten Ordnung gebildet werden 
und die konstante w-te Differenz ist laut (13) von vornherein bekannt 

1) Statt dieser Folge kann auch eine ITolge von Bruchen niit diesen Zahlen 
und irgend welchen Nenners genoromen werden. 



Trennung der Wurzeln. 



139. Trennung 1 der Wurzeln. Die Tabelle fiir /(x), die zu 
Zwecke der Wurzeltrenmmg , d. h. zur Aufsuchung solcher Interval 
ron x angelegt wird ? innerhalb deren sicli je eine Wurzel befind 
(134, L), braucht nur innerhalb der Wurzelschranken berechnet 5 
werden. 

Als Beispiel diene die Gleichung 

- llx + 5 - 0. 



Zuerst hat man zur Bestimmung der Schranken: 

/(*) -/(-* 
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+6 



3 

2 
-1 



x*-3x 2 -nx S !6 
3a; 2 -6a;-17 i4 

6a; -6 l 



sie ergeben sicli mit 6 und 3. 

Sodarm berechnet man drei sukzessive Werte von f(x\ bier m 
in der Regel am einfacbsten /( 1) = 24, /(O) = 5, /(I) 8; a 
diesen und J s f(x) = 1-2-3 = 6 entwickelt sich die folgende TabeE 



X 


/ 4/ ^ s / J*J 


-6 


- 1 


41 


-24 


6 


-5 


40 


17 


-18 


6 


-4 


57 


- 1 


-12 


6 


-3 


56 


-13 


- 6 


6 


-2 


43 


-19 





6 


-1 


24 


-19 


6 


6 





5 


-13 


12 


6 


1 - 8 


- 1 


18 




2 


- 9 


17 






3 


8 









Aus ihr geht liervor, dafi die Gleichung drei reelle Wurzeln li 
die in den Intervallen (6, 5), (0, 1), (2, 3) liegen; dies stim 
aucb. zu den zwei Zeichenwechseln und der einen Zeictenfolge. 

140. Naherungsverfahreu. Hat man ein Intervall (a, V) \ 
funden, das eine Wurzel x der Gleichung enthalt, so handelt es si 
darum, ilire Lage in demselben mit jenem Grade der Annaherung 
bestimmen, der jeweilen erforderlich ist. Eine wesentliche Hi 
wird dabei das innerhalb der Wurzelschranken gezeichnete Bild ( 
Funktion f(x) bieten, zu dessen Herstellung man zweckmafiig Mi 
meterpapier yerwendet und die Funktionswerte aus der vorstehenc 



Uieicnnngen. &. iNumeriscne uutJicmingen. 

Tabelle benutzt. Dort, wo die Bildkurve die Abszissenackse sekneidet, 
befinden sick die Wurzeln; man kann aus der Zeicknung ikre Lage 
etwas naker absckatzen als aus der Tabelle und so das Intel-rail (a, 6) 
von einer Einheit etwa auf ein Zehntel kerabmindern. Dadurch kiirzt 
sich das reckneriscke Nakerungsverfakren ab. 

Von solchen Nakerungsverfakren sollen hier zwei besprocken 
werden: die Eegula falsi und das Newtonsche Verfalwen. 

I. Die Eegula falsi. Setzt man x = a + li = & A, so ist 



beschrankt man sick auf die Glieder mit der ersten Potenz der Korrek- 
tionen \ i und beacktet, daB /(x) = ist, so folgt aus den beiden 

Gleickungen: 

h _ f(a) n . 

T~~/^) W 

und daraus mit Riicksickt auf h + k = J a: 

_A = 

und *~ a /W 



Der Nakerungswert a + fe teilt das Intervall in zwei Teile, und 
auf denjenigen dieser Teile, an dessen Enden f(x) entgegengesetzt 
bezeicknete Werte zeigt, wendet man denselben Vorgang an wie fruker 
auf (a } J) usw. ; bis man die notige Zakl unveranderlick bleibender 
Dezimalstellen erlangt kat. 

Dafi man es mit einem Naherungsverfahren zu tun kat, ist 
geometrisck so einzuseken. Iin Sinne der 
Grleickung (1) wird das Interval! (a, Z>), Fig. 42, 

f ; yx in zwei Teile geteilt, die sick so verkalten 

wie die (absoluten) Funktionswerte an den 
Enden-, diese Teilung besorgt die Sekne A3; 
ikrem Scknittpunkt mit XX' entsprickt also 
der Wert a + Ji- die zweite Nakerung wird 
42 durck die Sekne AC erreickt und liegt naker 

an der Wurzel usf., vorausgesetzt, daB die 
Funktion zwiscken a und & einen aknlick einfacken Verlauf kat, wie 
er in der Figur angenommen ist. 

II. Das Newtonsctie Naherungsverfdhren. Mit denselben Bezeick- 
nungen wie vorkin ist 
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bricht man, urn zu einer ersten Naherung zu konimen, bei den Glieder 
mit der ersten Potenz von h, h ab, so ergibt sich 



- 
/'() 

7- - - f(b > 

l - 



Mit Riicksicht auf die geometrische Bedeutung von /'(a) stel] 
n den Abschnitt aH, den die Tangente in A, Fig. 43, auf dem Intei 
vail (a ; V) bildet, und ebenso k den Abscknitt Kb, den die Tangent 
in B bestimmt. Wenn /"(#) im ganzen Intervall (a, V) dasselb 
Zeichen beibehalt, fallt einer der Sclmittpnnkte jff ? K sicher in da 
Intervall; ist z. B. f"(x) bestandig positiv ? der Neigungswinkel de 
Tangente gegen die Abszissenachse beim Dnrchlaufen des Bogens A 1 





Fig. 43 a. 

also wachsend, wie in (a), so schneidet die Tangente in B innerhal] 
(a, 6) ein, wahrend die Tangente in A ganz wohl an (a, 6) vorbei 
gehen kann; und ist f"(%) bestandig negativ, der Neigungswinke 
also abnehmend, wie in (|3) ? so fiikrt die Tangente in A. siclier zi 
einem Innenpunkt, wahrend die in B auch auBerhalb (a, &) einschneidei 
kann. Lurch. Vergleichung dieser Falle kommt man zu der Regel 
daft von den beiden Formeln (3) und (4) diejenige zu einer Anndhenmg a> 
die Wurzel ftiJirt, in welcher der Zahler dassefbe Torzeiclien lesitzt wl 
f"(%) im ganzen Intervall. Die zweite Naherung ergibt sich jedesmal 
wenn man von dem erlangten Naherungswert, "b 'k im ersten, a + ) 
im zweiten Falle, ausgeht, wodnrch man zu K', beziehungsweise H 
kommt usw. 

14:1. Beispiele. 1. Am Schlusse von 139 ist fur die Gleichunj 

: ^3 +3 ^2_ 17^ + 5 = 

die Trennung der Wurzeln vollzogen word en 5 es sollen nun die ii 
den Intervallen (-6, -5), (0, 1), (2, 3) liegenden Wurzeln 2 1? # 2 , x< 
approximiert werden. 

Wurzel x 1 . 
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= -6 

= -6 
5,98 

= -5,98 



(rleicirungeii. 4. JMimeriscne irieicnungen. 
Naherungswert : 



/() = -! 
/(&)- 40 

/(a) 1 

/(j) - 0,0940 



-6 + 



41 



= -5,98 



-6 



0,02 
1,0940 



- 5,982 



/()= 0,0940 _ 5j98 _ 0,00^094 = _ 5>981? 

-5,982 /(&) 0,01483 

#!==- 5,9817. 



1 


3 - 


17 


5 


-5,98 


1 


-2,98 


0,8204 


0,0940 


-5,982 


1 


-2,982 


0,83832 


- 0,01483 


-5,9817 


1 


-2,9817 


0,62044 


0,00145 



Wurwl # g . Hier 1st durch Teiluug in Zehntel zuerst das engere 
Intervall (0,3, 0,4) festgestellt. 

Naherungswert: 

C\ C -ffs*\ A 1 Q7 

a = u,> /(a) = u,iy i 0]1 . Otl97 

= -1,256 ' 



1,453 



a = 0,313 /(a)= 0,00355 o,087 - 0,00355 Aaiao 
5 = 0,4 /(&) = - 1,256 ' 313 + -I5M65 ' 3132 



-17 



i 






0,3 


1 3,3 


- 16,01 


0,197 


0,4 


1 3,4 


- 15,64 


- 1,256 


0,313 


1 3,313 


- 15,9631 


0,00355 



Wivrzel ;r s . Teilung in Zehntel ffihrt zu dem engeren Interval] 
(2,6, 2,7) 

Naherungswert 

a -8,6 /()==-l,344 ^.^ 

S = 2,7 /(&)= 0,653 ' i." 7 " 

a = 2,667 /(a) 0,03026 o 

. i = 2,7 /(6)= 0,653 



Auflusungssekeiua 


x$ ss 2^6685 




1 


3 


17 


5 


2,6 


1 


5,6 


-2,44 


-1,344 


2,7 


1 


5,7 


- 1.61 


0,653 


2,667 


1 


5,667 


-1,88611 


- 0,03026 


2,6685 


1 


5,6685 


- 1,87362 


0,00026 
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Die Summe der drei Naherungswerte ist -3 in voller Uber- 
einstimmung mit der Grleichung. 
2. Die Grleichung 



hat nur eine positive und sonst keine reelle Wurzel, weil A .ri=0 
keinen Zeichenwechsel aufweist; ferner ergibt sich aus 



40,r 3 + 2 
120 x* + 24 
240z 










1 als obere Wurzelschranke, folglicli (0 ; 1) als ein Wurzelintervall, 
durch dessen Zehnteilung das engere (0 ; 8 ; 0,9) gefunden wird. Die 
Anwendung des Newtonsclien Verfahrens fiilirt zu folgender Rechnring: 







6 ; 


/(&) 


/'(*>) ^ 

/ (y) 


0,9 1,09698 16,281 
0,833 0,11419 13,1415 
0,8244 ' 0,00274 12,77466 

x = 0,824 19 


0,067 
0,0086 
0,00021 






2 





4 










-3 


0,8 


2 


1,6 


5,28 




4,224 


3,3792 


-0,29664 


0,9 


2 


1,8 


5,62 




5,058 


4,4522 


1,09698 


0,833 


2 


1,666 


5,387 


78 


4,48802 


3,73852 


0,11419 


0,8244 


" 


1,6488 


5,35927 


4,41818 


3,64233 


0,00274 


),82419 


2 


1,64838 


f>,35856 


4,41647 


3,64001 


0.00005 



Czuber, Huhere Mathematik. 
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5. Algebraische AuflSsung der Gleidmngen dritten 
und vierten trades. 

142. Die kubische Crleichung. Man kann die allgemeine 
kubische Gleichung 

a {t x B + a 1 x 2 + a>2% + as = Q (1) 

zunaehst durch Division mit a vereinfachen; bezeichnet man die 

Quotienten ~, , mit a, b, c, so lautet sie dann 
a Q a # 



0. (2) 

Fur die weitere Behandlung ist es yon Vorteil, sie derart zu 
transformieren, daB die zweite Potenz der Unbekannten ausfallt; setzt 
man zu diesem Zwecke 

X = + Jly 

so wird 



das Ziel ist erreiclit ; wenn man Jt so bestimmt, daB 
/"(70-6* + 2a-0 

wird; dies fuhrt zu 7i= y, also zu der Transformation 

* = *-? (8) 

Die Koeffizienten der transformierten Gleichung ergeben sich aus 
dem folgenden Schema (130, 2.): 

lab c 



/2a 3 a& 
\"27" ~ 



i -; 



1 (0) 

(1) 

die Gleichung selbst lautet also: 

g* + ps + q = Q (4) 

und heifit l die rediigierte kubische Gleictung. 

143. Iiosung der reduzierten kubischen Gieichung. 1 ). Zum 

Zwecke der Losung von (4) werde 

1) Der erste, der die Auflosuug der (reduzierten) kubischen Gleichung fand, 
war Scipione del Ferro (zu Beginn des 16. Jhrh.); nach ihm, vielleicht nicht 
selbstandig, gelangte dazu Nicolo Tartaglia, der sie Hieronimo Cardano 
initteilte, durch den die erste YerSffentlichung (1545) erfolgte. 
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8 U + (5) 

gesetzt 1 ); eiue solche Substitution bietet den Vorteil, daB man den 
neuen Unbekannten M, v eine Bedingung auferlegen und diesen Urn- 
stand zur Vereinfachung der Gleichung benutzen kann. 
Die Substitution (5) fiihrt zunachst auf 

u* + 3 * 2 r + 3 uv* + v* + p(u + v) + q*=Q 
und wegen Zit*v + 3uv* = $uv(u + v) weiter auf 

u* + r 8 + (Buv + p)(u + v) + q = 0. 

Diese Gleichung erf ahrt eine erhebliche Yereinfachung, Trenn man 
liber u, v so verfligt, daB 

3wv+jp = (6) 

wird; denn sie reduziert sich dann auf 

M + v* + a 0. (7) 

Bildet man auf Grund von (6) und (7) 



so ist zu beachten, daB die zweite dieser Gleichungen umfassender 
ist als die Gleichung (6), aus der sie hervorgegangen ist; denn sie 
bliebe dieselbe, auch wenn statt p genommen wurde pic oder pw* 9 
wobei w, iv- die komplexen dritten Wurzeln aus 1 bedeuten (22, 2.); 
es ist ja w* = (icr 2 ) 8 = 1. 

Wegen den Eigenschaften (8) sind aber M s ,v 8 die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung 

0, (9) 



die man als die quadratischen Resolvwite von (4) bezeichnet; man 
kann also 





setzen und erhalt im Sinne von (5) die Losung in der Gestalt 



Diese Formel ; die CardaniscJie Formel genannt, liefert aber, da 
jede Kubikwurzel drei verschiedene Werte besitzt, neun verschiedene 

1) Dieser Vorgang wird mit dem Namen des Amsterdamer Burgermeisters 
J. Hudde in Verbindung gebracht, der ihn!657 publizierte; doch hatte Huygens 
schon 1655 die nicht wesentlich verschiedene Substitution z = u v zu dem 
gleichen Zwecke verwendet. 

15* 
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Losungen: in der Tat, sie lost nach einer oben gemachten Benierkung 
nicht allein die Gleichung (4): 

8* + pg + q = ; 
sondern auch die beiden Gleichuugen: 

/> + p'W8 + 2 = 
z* + pic* 8 + j = 0; 

es gilt also, die Wurzeln der ersten aufzusuchen. 
Dabei hat die Beziehung (6), oder 

__ p 
iw 3 -, 

als Richtschnur zu dienen; hat man Werte A, B der beiden Kubik- 
wurzeln in (10) bestiinmt, die dieser Gleichung geniigen, so da6 

AB=- f , 

so sind A r ic ? Aw* die iibrigen Werte der ersten, Btv } Bw* die iibrigen 
Werte der zweiten Kubikwurzel, und nur die Paare Aw, Bw* und 
Aw* } Btc geniigen noch, indem 

Aw- Biv* = Aw*- Bw - A.~Biv* -= AB=- 2 * 

o 

ist. Folglich hat man in 

e^A +B 
z* - Aw + Bw* 

s^A'iv*+Bw 
die Losung von (4). 1 ) 

Setzt man fiir w und w* die Werte ein ; so lauten die Ausdriicke 
fiir die Wurzeln: 



&>= 



Schliefilich ist mittels der Pormel (3) der tJbergang zu 
zu vollziehen. 

144. Diskussion der Cardauischeu Pormel. Die Natur der 
Wurzeln ist bedingt durcb die Grofie 

. . * -)- 

t> 1) Die Gleichung z & +pws + q == hat die Wurzeln Aw + B, A + Biv, 
Aw* + Bw*, die Gleichung s* + pw*z + = die Wurzeln ' " ~ . - - 
Aw + Bw. 
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die in der Cardanisehen Formel uuter der Quadrahvurzel steht und 
nach den Ausfuhrungen in 133 yon der Diskrimlnante der Gfleiehung (4) 
sich nur durch einen konstanten Faktor unterscheidet. Es sind fol- 
gende Falle zu unterscheiden. 

I. 1st -R>0 ? so steht unter jeder Kubikmirzel eine reelle Zahl: 
A } J? bedeuten dann die reellen Werte der Kubikwurzeln. und da sie 
voneinander yerschieden sind, so ist z l reell und z. 2? z z ein Paar kon- 
jugiert komplexer Wurzeln; dasselbe gilt yon x^ x 2 , JC B . 

II. Bei E = 'andert sich die Sachlage nnr insofern, als nun 

unter beiden Kubikwarzeln dieselbe reelle Zahl. namlich ^ steht: 

2 

infolgedessen ist J. = JB, daher 



auch die ursprungliche Gleichung hat jetzt drei reelle Wurzeln und 
darunter zwei gleiche. 

III. Algebraisch am interessantesten ist der Fall E < ? der nur 
bei negatiyem p auftreten kann; er gibt der Cardanischen Formel eine 
koinplexe Gestalt und mufite daher yor der Einfiihrung des Rechnens 
mit komplexen Zahlen uniiberwindliche Schwierigkeiten bereiten: claruni 
auch der Name casus irreducibilis, unter dem er in der Literatur seit 
jener Zeit erscheint. 

Bringt man den ersten Eadikanden in die trigonometrische Form, 
indem man 

-| + i>y R = -r(cos cp + i sin <p) 
setzt, so folgt daraus: 

r cos 9? = 



r sn g? 



"[/ It 




Durch die letzte dieser Formeln, in der die Wurzel absolut zu nehmen 
ist, ist ein Winkel aus dem Interyall (o, st) bestimmt, dieser soil fortab 
unter 9? yerstanden werden. Es ist dann (20): 

27;:* . . . Cp + 2^5t\ 

-- r J 




= 2]/I| 



(fc = 0, 1, 2), 
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so daB die Wurzeln einzeln lauten: 



cos (f + 1200) (13) 



*,-2]/CI cos (| + 240). 

Sie shid also reell und untereinander verschieden und lassen sich, 
nachdem man den Hilfswinkel g> aus (12) bestimmt hat, auf loga- 
rithinisclieni Wege rechnen. 

14B. Beispiele. 1. Tim die Grleichung 



zu losen, hat man sie zuerst mittels der Substitution x = s + -^ zu 
reduzieren; hierzu dient das Schema: 

*U _i i~/C 6 I\ 

3i 8 9 I ZV 

' -I K) 

aus dem sich die reduzierte Gleichung 

0S_10_ 55 _ 

abliest. Bei dieser ist nun 

somit liegfc der Fall 1, 14A vor; die reellen Werfce der Kubikwurzeln 
sind: 

- S /66~"6 4 ^ 1 3 /65 ?3" 1 



,4 l/_j_ 7? 

^ " I 7 54 "*" 54 "" ' * '- V 64 ~~ 54 "" 3 

und sie ergeben laut (11): 

"=5, __ _ 5 ii 

woraus schlieBlich 



erhalten wird. 

2. Die in 141 ; 1. nach den Methoden fur die Auflosung nume- 
rischer Gleichungen behandelte Gleichung 



soil nun nochmals naeh der Auflosungsmethode fur kubische Gleichungen 



Anflosungsschema. 
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erledigt werden. Zur Reduktion hat man x = g - 1 zu setzen und 
findet aus dem Schema: 

1 3 17 5 

1 ~ 1 2 19 (2i) 



1 1 (20) 

-24-0. 



die reduzierte Grleichung 
Hier ist nun 



es liegt also der casus irreducibilis Yor, fiir den die Pormeln (13) 
gelten. Man hat in siebenstelliger logarithmiseher Rechnung: 

1,079 1812 
1,235 8631 



log cos (180 - g>) i 9,843 3181 



log 2 0,301 0300 



180 -n> 45 48' 8" , -. / p 

I i 134 11 52 "*T/-jfi<*" S544 

* j 44 43 57 kg*]/- | i 0,712 9844 

-? + 120 ! 164 43 57 



' + 240 ! 284 43 57 
0,712 9844 



; 0,712 9844 



log cos | I 9,851 5032 log cos (| + 120) j 9,984 8954 () 



log^ i 0,564 4876 
3,668 49 
2,668 49 



x 



log(-* 2 ) ! 0,697 3798" 
4 i - 4,98172 
Xt \ - 5,98172 
, 0,712 9844 

log cos ( J + 240) | 9,405 3576 
logls"! 0,118 3420 
^ j 1,313 23 
X, \ 0,313 23 

Die Probe x l + % + sc 2 = 3 gibt ein vollig zutrefiendes Ee- 
sultat. 

3. Drtiteilung des Wirikels. Das Problem, einen Winkel durcb 
Eonstruktion in drei gleiche Teile zu teilen, gebort zn den klassiscben 
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Aufgaben der Mathematik. Der Nachweis der Unmogliehkeit seiner 
elementaren Losung im allgemeinen, d. h. abgesehen von besonderen 
Annahmen, gehort der neueren Zeit an. 

Man nennt die konstruktive Losung einer Aufgabe elementar, 
wenn sie sich durch Anwendung von Lineal und Zirkel streng aus- 
fiihren lafit. Elementar darstellbar sind nur solche Ausdriicke, die 
sich aus den gegebenen GroBen Strecken durch rationale Ope- 
rationen und durch Qua drat wurzeln in einer endlichen Anzahl von 
Verb in. dun gen zusammensetzen. So konnen also beispielsweise Aus- 
driicke, die sich als Wurzeln von linearen und von quadratischen 
Gleichungen ergeben, elementar konstruiert werden. 

Ist eine Gleichung vom dritten Grade in bezug auf die zu be- 
stimmende GroBe, so ist eine elementare Konstruktion ihrer Wurzeln 
nur dann nioglieh, wenn sie sich zerlegen laBt in drei Gleichungen 
ersten Grades oder in eine Gleichung ersten und eine Gleichung zweiten 
Grades mit Koeffizienten ; die sich aus jenen der urspriinglichen Gleichung 
rational zusainmensetzen; man sagt in solchem Falle, die Gleichung 
sei redusibel. Im andern Falle heifit sie irredtizibel , und da ihre 
Losung dann Kubikwurzeln enthalt, so ist die elementare Konstruktion 
der Wurzeln ausgeschlossen. Die Betrachtung kann auf Gleichungen 
hoherer Grade ausgedehnt werden. 

Die Aufgabe der Dreiteilung eines Winkels cp fiihrt auf eine 
kubische Gleichung. Ein Winkel kann linear bestimint sein durch 
eine seiner trigonometrischen Funktionen in bezug auf eine gegebene 
Einheit; es sei z. B. cos cp = a; nun ist 

cos 9 = 4 cos 3 ^ 3 cos | ; 

setzt man also cos -^ = x, so hat man zur Bestimmung dieser GroBe 

die Gleichung: 

4# 3 3# a 0. (1) 

Diese Gleichung lost die Aufgabe der Dreiteilung fur drei Winkel; 
a andert sich namlich nicht, wenn man cp um ein Vielf aches von 

360 andert; es ergeben sich also auBer ^ =* cos ^ noch die Wurzeln 



- cos 



und ^ = cos f^l = cos (f +240); 



alle andern Vielfachen fiihren uber die Figur ? die die Teilungsstrahlen 
zu diesen drei Wurzeln enthalt, nicht hinaus. 

Keine der drei Wurzeln ist im allgemeinen aus der Sferecke a 
und der Einheit elemental* konstruierbar. 

Man kann die Fragestellung umkehren und nach solchen Winkeln 
fragen, die eine elementare Dreiteilung zulassen. Die Antwort darauf 
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ist die folgende: 1st irgend eine Strecke, die aus der Einlieit durch 
elementare Konstrnktion gewonnen ivurde und kleiner ist als 1 dem 
Betrage nach ; und erzeugt man aus ihr, was wieder durch elementare 
Konstruktionen moglich ist, die neue Strecke a = 4| 3 3 ? so lieferi 
jede so gewonnene Strecke, fur a in (1) eingesetzt ? eine Gleiehung, 
deren Wurzeln elementar konstruiert werden konnen. 

Es mogen noch einige spezielle Falle zur Erlauterung angefuhrf 
werden. 

Die Annahme a = 1 ftihrt zu einer reduziblen Gleiehung; denn 
4# s 3x 1 = zerfallt in die Gleichungen 

ic - 1 = 0, (2,r + 1J 2 = ; 

deren Wurzeln 1 ? - 9 - ; - sind. Es ist dies die Dreiteilung der TVinke 

yon 0, 360 und 810. 

Mit a = gelangt man zu der Gleiehung 4& 3 3x = 0, derer 
Reduzibilitat unmittelbar zu erkennen ist; sie zerfallt in 



ihre Wurzeln sind also 0, , \'-. - Hierin ist die Dreiteilung dei 
Winkel von 90 ; 450 und 810 enthalten. 

Auch die Annahme a = = ergibt eine reduzible Gleiehung-, dem 

3rr -- ^lafitsich auflosen in4#(# 2 _ ) (-%+-=) =(&"{,-- 
1/2 \ 2J \ j'2/ \ V 2 > 

* -- ^ iV somit zerfallt die kubische Gleiehung jetzt in] 

a? + 4=-; X *-^=--A= 
1/2 ; 1/2 ^ 

und hat die der elementaren Konstruktion zuganglichen Wurzeln -- j=. 

1/2 

IzJ^L 1 + ' t/3 . Hiermit ist die Dreiteilung der Winkel von 45 
21/2 ' 21/2J 

405 und 765 erledigt. 

Aber schon die Annahme a = ~ ftihrt auf eine irreduzible Glei 

2 

chung, die Dreiteilung des Winkels von 60 kann elementar nich 
ausgefuhrt werden. 

146. Die biquadratische G-leichung-. Indem man die all 
gemeine Gleiehung vierten Grades 

a o? 4 + a^ 3 + a 2 2 + a 3 x + a 4 = (1 

durch den Koeffizienten der hochsten Potenz diyidiert und die aid 
tretenden Quotienten mit a } ft, c, d bezeichnet ; nimmt sie die Gestalt an 
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Wie bei der kubischen Gleichung erweist es sich als vorteilhaft ; 
durch eine Substitution 

x = s + li 

so zu transformieren, daB die nachstniedere Potenz der Unbekannten 
nicht erscheint. Da 



bereits die nach Potenzen von g geordnete transformierte Gleichung 
darstellt, so hat man h so zu bestimmen, da8 f'"(fy, d. i. 



werde; daraus folgt h = "; die endgiltige Substitution lautet also: 

x-*-!. (3) 

Zu ihrer Durchfiilirung benutzt man das Schema: 
1 a I c d 



i V -S+> 

,1 -i (-+)- 

das die Koeffizienten der reduisierten Gleichung 

qs + r = Q (4) 



liefert. 

147. Losung der reduzierten biquadratischen G-leichung. 1 ) 

Setzt man nach dem Vorgange Eulers 

8 == U + V + W (5) 

so ergibt sich daraus nach und nach: 

= -H 2 + v 2 + w* + 2(vw + wu + uv) 
- 2 (w 2 + z? 2 + ? a ) ^ 2 + (w* + 1? 3 + w 8 ) 8 = 4(t; s ? 8 + ? 2 M 8 + w V) 

+ 8 (^6 2 i;^{; + uv*w + uvw~) 
- 8 wt? 7^r + (if + v* + w 2 ) 2 

- 4 (vhv* + w*u* + ^ v 3 ) . 



1) Die Entdeckung der Auflosung der reduzierten quadratischen Gleicliung 
ist Ludovico Ferrari (15221565) zu danken, einem hervorragenden Schiller 
Cardanos, der sie vor 1545, also vor Vollendung seines 23. Lebensjahres, ge- 
funden haben mufi ; denn 1545 erschien sie in Cardanos ,,Ars magna", und der 
Brack dieses Werkes begann zu Nurnberg 1544. 
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Damifc diese Gleichung dieselben Wurzeln besitze wie (4), ist not- 
wendig, daB 

2 (u- + r 2 + ?r 2 ) = p 



( n + v + fr j _ 4(V + u*u- 
sei; woraus zu schlieBen ist auf: 



(T\ 

^ ' 



f j - 

ID 4 



docli ist zu beachten, dafi die letzte Gleichung uinfassender ist als 
die ihr korrespondierende mittlere Gleiclmng (6) ; indem sie dieselbe 
bliebe, aucli wenn q ersetzt wiirde durcli g. 

Zufolge der in (7) ausgedruckten Eigenschaften der drei Zahlen 
tfiy v*j iv* sind diese die Wurzeln der kubischen Gleichung 



die man als die Tttibisclie Resolvente der Gleichung (4) bezeichnet. 
Sind 6 19 &s, 6% ihre Wurzeln, so konnen zwei davon fur u*, v 2 genommen 
werden ; die dritte ist dann w*. Setzt man also 



so ergibt sich daraus nach der Vorschriffc (5) fQr # die Eulersche Formel : 

~ ~ (9) 



die aber ? \veil die Quadratwurzeln zweiwertig sind^ acht Terschiedene 
Werte darstellt, nach einer eben gemachten Bemerkung nicht bloB 
die Wurzeln der Gleichung (4), sondern auch die der Gleichung 
tfi + pg qz + r = 0. 

Es handelt sich urn die Peststellung der ersteren, und hierzu 
bietet die niittlere der Gleichungen (6) einen Anhalt, indem die 
Wurzelwerte, die zur Bildung der Wurzeln von (4) geeignet sind ; 
so beschaffen sein mtissen, dafi 



ist. Bilden A, S, ein Tripel solcher Werte, so ergeben sich die 
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drei anderu Tripel durch Zeichenanderung an zwei Gliedern; rnithin 
sind dann 

^= A+S+C 

s - A-B-C 



die Losungen von (4) 1 ). 

148. Diskussion der Eulerscheii Pormel. Da das absolute 
Glied der Resolvente (8) wesentlich negativ, das Produkt 6 6% 8 ihrer 
Wurzeln also stets positiv ist, so laBt sich liber diese Wurzeln eine 
Aussage machen, namlich: Sind alle drei reell ; so sind sie entweder 
samtlich positir, oder eine positiv und zwei negativ; ist nur eine reell, 
so ist sie notwendig positiv ; weil das Produkt der beiden anderu, die 
konjugiert komplex sind ; positiv ist. 

Es sind daher folgende Falle zu. unterscheiden: 

I. 1? 6 2 , B reell und positiv; dann sind A 9 B, C und mit ihnen 
alle vier Wurzeln (10) reell. 

II. 1? # 27 # 8 reell und nur 6 1 positiv; A ist dann reell, wahrend 
B, C imaginar sind; infolgedessen sind im allgemeinen alle vier Wurzeln 
(10) komples und die Paare ^,^3^3? ^4 konjugiert. Nur wenn die 
negativen Wurzeln auch gleich ausfallen ; werden zwei von den 
Wurzeln (10) reell und auch gleich. 

III. Q l reell und positiv, 9%, 3 konjugiert komplex; dann sind A 
reell und entweder B, G oder .B, C konjugiert komplex, so daB 
unter alien Umstanden zwei der Wurzeln (10) reell und zwei kon- 
jugiert komples ausfallen. 

Das Gesamtergebnis lautet dahin ; daB die biquadratische Grleichung 
entweder vier reelle, oder zwei reelle und zwei konjugiert komplexe oder 
endlich vier komplexe Wurzeln besitzt, die zu zwei Paaren konjugiert 
sind; dies alles unter der Voraussetzung reeller Koeffizienten. 

149. Beispiel. Es ist die Gleichung 



x i _ s^ 3 + 3 - 
aufzulosen. 

Zum Zwecke der Reduktion ist 



1) Der Gleiclmug z* +ps* %z + r = kommen dieWnrzeln A + B+ 
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zu setzen; die Koeffizienten der reduzierten Gleichung gehen aus dem 
Schema hervor: 

1-8 3 



2-1-6 -12 -24 f-4o)~-r 
! 1 -4 -20 (-64W'ff 
! 1 -2 -24>. 



Die Grleichung selbst lautet also 



und ilire kubische Resolvente: 

fl 3 - 12 8 + -J? 0-64-0. 

Urn diese zu losen, wird man sie zun'achst mittels der Substitution 

= ^+4 
reduzieren; dazu dient das Schema: 

1 -12 ^- 9 -64 

4 



41-8 f (-3) 

1 -* (-!)-' 

das zu der Grleichung 

4 

fuhrt. Fur diese ist nun 

^ \; "" \TJ *** ~64~ ? 

also positiv, mithin ist eine ihrer Wurzeln reell ; die beiden anderr 
sincl imaginar ; man hat es also mit dem Fall III des vorigen Artikeb 
zu tun. Die weitere Rechnung ergibt: 



+1/1 



*! = 1,61488, -, = - 0,80744 + 1,09807?, 

*, -- 0,80744 - 1,09807 
B t = 5,61488, 9, = 3,19256 + 1,09807 i, 
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B -> 3,19256-1,09807 i 

Ye, - 2,36957 , ]/0 2 = (1,81227 + 0,30295 /), 

T/flj - (1,81227 - 8,302950; 

die rait + bezeichneten Werte bilden eine den Bedingungen ent- 
sprechende Kombinatioa; aus ihr ergeben sich die andern nach der 
Vorschrift (10 s ) und niithin die folgenden Wurzeln der reduzierten 
(jleichung : 

^ = 5,99411 

z, = - 1,25497 

* 3 -- 2,36957 + 0,60590 1 

^ = -2,36957 - 0,60590 /; 

hiernach hat die vorgelegte Gleichung die folgenden Losungen: 
x, = 7,99411 
x, 2 = 0,74503 
s = _ 0,36957 + 0,60590 i 
^ = _ 0,36957 - 0,60590 i . 

150. Auflosbarkeit von G-leichungen hoheren als des 
vierten Grades. AJgebraische Zahlen. Die algebraische Auf- 
losung einer Gleichung ist den Methoden zur Auflosung nnmerischer 
Gleichungen dadurch wesentlich tiberlegen, dafi mit ihr alle Gleichungen 
des betreffenden Grades als gelost betrachtet werden konnen; denn 
es bleibt in jedem besondern Falle nur mehr die Einsetzung der 
speziellen Koeffizienten statt der allgemeinen und die Ausfiihrung der 
angezeigten Rechenoperationen zu vollziehen. 

Es ist darum begreiflich, da6 man Anstrengungen naachte, auch 
fur die allgemeinen Gleichungen funften und der hoheren Grade die 
algebraisehe Auflosung zu finden. Die Gleichungen dritten und vierten 
Grades konnten dazu ermutigen; denn die kubische Gleichung fuhrte 
auf eine quadratische, die biquadratische auf eine kubische Resolyente; 
es schien daher nicht aussichtslos, dafi man bei Einschlagen des 
richtigen Weges auch bei der Gleichung funften Grades zu einer Re- 
solvente niederen Grades gelangen und so zu immer hoheren Gleichungen 
werde fortschreiten konnen. 

Alle Bemiihungen nach dieser Richtung erwiesen sich aber als 
fruchtlos, und so stellte sich denn die Frage ein ; ob die algebraischen 
Operationen uberhaupt ausreichen, die Wurzeln der allgemeinen Glei- 
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chungen hoheren als des vierten Grades durch die Koeffizienten dar- 
zustellen; mit andern Worten, ob es moglich sei, die Wurzeln solcliei 
Gleiehungen durch die Operationen bis zum Radizieren einschliefilieb 
auszudrucken. Der erste, der die Verneinung dieser Frage ausspracb 
und den Beweis hierfiir zu erbringen versuchte, war P. Ruf fini (1813) 
Ein vollgiltiger Beweis fur die Unmogliclikeit der algebraisclien Auf- 
losung vonhoheren fit -V7 ; . allgemeiner Form als des vierten Grades 
wurde zuerst von N. H. Abel (1826 ) gegeben. Neben dieser Be- 
weisfiihrung fur eine negative Aussage ging die Forscnung naci 
solchen Pormen hoherer Gleichungen einher, die eine algebraische 
Auflosung znlassen. Derartige Gleichungen bilden ein wichtiges Gliec 
der neueren Algebra. 

Im Rtickblick auf das Vorangehende sei noch das Folgende bemerkt 
Eine algebraische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten kann 
von imaginaren Losungen abgesehen, rationale und irrationale Wurzelc 
haben; die letzteren sind bei den Gleichungen zweiten ; dritten unc 
vierten Grades immer ? bei den Gleichungen hoherer Grade nur gans 
ausnakmsweise durch die algebraischen Rechenoperationen, derer 
hochste das Radizieren ist, berechenbar. Man hat nun alien Zahlen 
die als Wurzeln von algebraischen Gleichungen mit ganzzahligei 
Koeffizienten, welchen Grades immer, auftreten konnen ? den Naniei 
algebraisdie Zalilen gegeben. Diese Zahlenkategorie uinfaBt also aufie] 
den rationalen Zahlen irrationale Zahlen, die sich durch die algebra 
ischen Operationen berechnen lassen ? und irrationale Zahlen, die durcl 
algebraische Rechenoperationen nicht gewonnen werden konnen. 
Dariiber hinaus gibt es aber noch Zahlen, die auch nicht als Wurzeli 
einer algebraischen Gleichung was immer fur hohen Grades mit ganz 
zahligen Koeffizienten zu erhalten sind: man nennt sie im Gegensatz* 
zu den algebraischen transcendence Zahlen, Die beiden fur die Ana 
lysis wichtigen Zahlen e und x gehoren zu dieser Kategorie. 



Till. Abschnitt. 

Analytisclie Geometrie der Ebene, 

1. Der Koordinatenbegriff. 

151. AUgemeine Begriflfebestimmung. Es gibt zwei Methoden 
der Untersuchung geometrischer Figuren und der Losung geometrischer 
Aufgaben; die eine, die synthetiscJie ; vollzieht ihre Schliisse im geo- 
metrischen Gebiete, operiert also mit den geometrisclien Gebil- 
den selbst; die andere, die analytiselie, (ibertragt die Untersuchungen 
auf das Gebiet der Arithmetik, der Analysis, und operiert mit Zahlen. 

TJm dies ausfuhren zu konnen, bedarf es der Kennzeichnung oder 
Beschreibuug geometrisclier Gebilde durcli Zahlen. Solche Zahlen, 
die geeignet sind, ein geometrisches Gebilde vollstandig zu kenn- 
zeiekaen, nennt man itn weitesten Sinne des Wortes seine Koordinaten. 

Das einfacltste Gebilde, auf das man die Untersuchung aller 
andern zuriiekfiihren kann, ist der PunU. An ihm ist lediglicli die 
Lage innerhalb eines anclern, holieren Gebildes zu beschreiben; dazu 
dienliche Zalilen werden als PunMcoordinaten bezeichnet. 

152. Der Funkt in der G-eraden. Zwei Punkte einer Geraden 
begrenzen eine in iln- liegende Strecke. Mifit man diese mit einer als 
Einheit angenommenen Strecke, so erhalt man eiue Zahl, die die ab- 
solute Ldncjc der Strecke bestimmt. 

Die Gerade kann in zweierlei Sinn durclilaufen werden; setzt mac 

A C ^ en e i nen Sinn als positiv, den andern al& 

- >-> negativ fest ; so spricht man von einer gericli- 

Flg ' 44< teten Greraden; der positive Sinn soil durch 

einen Pfeil angedeutet werden (Pig. 44). 

Liegt eine Strecke auf einer gerichteten Geraden und unterscheidei 
man ihre Grenzpunkte als Anfangspunkt A und als Endpunkt B, sc 
erhalt anch die Strecke einen Sian, und zwar den positiven, went 
das Fortschreiten von A nach S dem positiven Sinn der Gerader 
^ntspricht; im andern Falle den negativen. Die hiernach mit deir 
positiven oder negativen Yorzeichen versehene absolute Lange wire 
die relative Lange der Strecke genannt. Im Grunde dieser Auffassun^ 
gelten die Ansatze: 



AB--BA, AB + BA-Q, A3 + BO+CA-Q. 
letztere fiir jeden dritten Punkt C der Geraden. 
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Nimint man in einer gerichteten Geraden einen Xullpunkt und 
eine Strecke als Einheit an, so ist sie zur p ^r 

Zahlenlinie ausgestattet, Pig. 45. Jeder Punkt ' - ' - ' *% 
M bestimmt mit als Anfangspunlrt eine Fls ' 4o ' 

positive oder negative Strecke, und die dieser entsprechende positive 
oder negative Zahl x ieiBt die Abszisse des Punktes M. 

Zu einem Punkte gehort nur eine Abszisse und zu einer Abszisse 
nur ein Punkt (15). 

153. Der Punkt in der Ebene. Parallelkoordinaten. 

Nimmt man in der Ebene zwei gerichtete Gerade an, die sich schneiden, 

setzt den Schnittpunkt als gemeinsamen Anfangspunkt und auBerdem 

eine Einheitsstreeke fest, so sind beide Ge- 

raden als Zahlenlinien ausgestattet, Fig. 46. 

Projiziert man dann einen beliebigen Punkt 

M cler Ebene parallel zu jeder der Geraden 

auf die jeweilige andere, so entsprechen den 

Projektionen P, Q Zahlen x, y, die geeignet 

sind, die Lage des Punktes in der Ebene zu 

beschreiben; man nennt x 9 y PardllelJcoor- 

dinaten des Punktes M, insbesondere x die 

Abszisse, y die Ordinate. Das aus den bei- Plg . 

den gerichteten Geraden zusammengesetzte Ge- 

bilde heiBt ein Parallelkoordinatensystem, die Geraden selbst n^nnt 

man Achsen, insbesondere OX die Abszissenachse (iC-Achse), OF die 

Ordinatenachse (y-Achse); die Stranlen, in welche sie durcn den An- 

fangspunkt oder Ursprung zerlegt sind, werden Halbachsen genannt 

und als positive und negative* Halbachsen untersckieden. Die Ebene 

ist durcn die Achsen in vier Felder, Qwdranten, geteilt, die in der 

angedeuteten Reihenfolge gezahlt werden. 

Man schreibt symbolisch: 




es bedeuten, wenn a, b absolute Zahlen sind, 



Pankte, die der Reihe nacn im l. ; 2. ? 3. ? 4. Quadranten liegen, M 19 M. 2 
ein Punktepaar, das symnietriscn zu OF in Riehtung von OX ? JLT t , 
Jf 4 ein Punktepaar, das symmetrisch zu OX in Richtung von OY, 3I i} 
M s ein Punktepaar, das symmetrisch zu angeordnet ist. M(x/Q>) 
ist ein Punkt der #-Achse ; J/VO/?/) ein Punkt der y-Achse, ilf(0/0) 
der Ursprung. 

Czuber, HOkere Mathematik. 16 
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Als positiv sei jener Drelnmgssinn in der Ebene festgesetzt, der 
dem Laufe eines Uhrzeigers entgegengesetzt ist, 
* M der also der Aufeinanderfolge der Quadranten ent- 

spricht. 

Der in diesem Sinne gezahlte Winkel & zwischen 
der positiven x- und der positiven i/-Achse heiBt 
: -f der Koordinatenwinliel. Unabhangig von der Auf- 
pig. 47. fassung der Geraden als Achsen eines Koordinaten- 

systems nennt man 9 auch den Bichtungswirikel von T gegen X. 

1st 4=-und^, so heiBt das Koordinatensystem schief] im andern 

2 2 

Falle, wenn also = ~ oder = - ist, nennt man es ein reclitwink- 

liges oder Cartesisches 1 ) (Fig. 47). 

Man sagt, ein Koordinatensystem sei positiv orientiert, wenn bei 
Verfolgung der axAchse im positiven Sinne die positive ^/-Achse links 
liegt, im andern Falle, es sei negativ orientiert. Bei dem positiv 
orientierten Cartesischen System, wie es in der Regel angenonimen 

werden wird, ist = ~, bei dem negativ orientierten & = 

154. Polarkoordinateu. Wird in der Ebene eine gerichtete 
Gerade und in dieser ein Punkt angenommen, 
so kann die Lage eines Punktes M der Ebene 
beschrieben werden durch die absolute Lange 
r der Strecke OM und durch den Richtungs- 
winkel <p der gerichteten Strecke OM mit der 
gerichteten Geraden OX, Fig. 48. Man nennt 
>, 9? die Polarkoordinaten des Punktes M , r den 

LeitstraJil oder Radius vector, 9? die Amplitude. Der Strahl OX wird 

die Polarachse, der Pol genanut. 

Man schreibt symbolisch: 

M(r'v) 




es bedeutet JZ"(r/0) einen Punkt der Polarachse, M(r/%) einen Punkt 
ihrer Verlangerung liber 0, Jf(0/gp) den Pol. 

Fafit man r als relative Strecke auf, so ist ein negatives r in 
der entgegengesetzten von derjenigen Richtung aufzutragen, die durch 
<p bestimmt ist. 



1) E. Descartes gilt als der Begrunder der analytischen Geometrie durch 
ein 1637 ohne Nennung des Verfassers zu Leyden erschienenes Werk, dessen 
dritter Abschnitt als ,,Geometrie u betitelt ist; docli war P. Fermat unabhangig 
von ihm zn der analytisclien Metbode gelangt und weiter vorgedrungen. 
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Stellt man durch Hinzufiigung einer zweiten dureh gehenden 
Achse ein positiv orientiertes Cartesisches System her, so bestehen 
zwischen den rechtwinkligen und den Polarkoordinaten eines Punktes 
die Beziehungen: 

x = r cos (p, y = r sin <, x- -f if = r. / 1 1 

155. Bipolare Koordinaten. Sind in der Ebene zwei Punkte 
JF G, Fig. 49, angenommen, so kann die Lage 

eines beliebigen Punktes M. durch die absolu- 

ten Langen u, v der Strecken F3I, GM be- 

schrieben werden; man nennt F, G Pole, w, 

y bipolare Koordinaten von 3/. Wahrend 

aber zu jedein Punkte ein bestimmtes Zah- Pig - 19 - 

lenpaar z, v gehort, fiilirt nicht auch umgekehrt jedes Zahlenpaar 

u, v zu einein Punkte. 

Legt man durch F und G eine gerichtete Gerade und bestimmt 
die (hohlen) Richtungswinkel 9, ^ der durch .F, JJ/ und <9, Ji 
laufenden Geraden, so sind auch 9?, ^ bipolare Koordinaten; jetzt aber 
gehort auch zu jedem Zahlenpaar g? ? ^ (^^^? fy^x), die Falle, 
wo gp = ty, ausgenommen, ein bestimmter Punkt der Ebene. 

156. Die Iiinie. Eine Linie ist geometrisch definiert, wenn 
ein konstruktives Verfahren angegeben ist, durch das man beliebig 
viele Hirer Punkte bestimmen kann. 

Wird eine geometrisch definierte Linie auf ein Koordinatensjstem 
bezogen, so hat die Gesetzmafiigkeit ihrer Entstehung zur Folge, dafi 
zwischen den Koordinaten ihrer Punkte eine fiir alle gleichlautende 
Gleichung besteht; man nennt diese die Gleicliung der Linie, sie bildet 
deren analytische Beschreibung. 

Umgekehrt entspricht einer Gleichung zwischen den Punkt- 
koordinaten ; wenn man sie auf ein bestimmtes Koordinatensystem be- 
zieht ; im allgemeinen eine Linie. 

Dieser Gegeniiberstellung entsprechen zwei Grundaufgaben der 
analytischen Geometric: 1. Ftir eine geometrisch definierte Linie eine 
Gleichung aufzustellen. 2. Die zu einer gegebenen Gleichung gehorige 
Linie herzustellen. 

Zu diesen Aufgaben gesellt sich als dritte: 3. Die Eigenschaften 
der Linie aus ihrer Gleichung abzuleiten. 

Zu der Aufgabe 1 ist zu bemerken, daU vor allem eine zweck- 
mafiige ; den Angaben der Definition angepaBte Wahl des Koordinaten- 
systems getroflfen werden muB. 

Bei der Aufgabe 2 muB das Koordinatensystem angegeben sein. 
wenn es nicht schon aus der konventionellen Form der Gleichung 
ersichtlich ist. 

16* 
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Bei der Aufgabe 3 kommen die Methoden der analytischen Geo- 
metrie zur Anwendung, die im Laufe der Zeit mit der Algebra und 
Analysis iinmer weiter ausgebildet worden sind. 

2. Analytische Darstellnng geometrisch definierter Linien. 

157. Kreis. Der Kreis ist eine Linie, deren Punkte von einem 
festen Punkte Mittelpunkt, Zentrum gleichen Abstand 
Radius haben. 

Bezieht man den Kreis auf ein Polarsystem, dessen Pol im Mittel- 
. punkt, dessen Polarachse in beliebiger Richtung angenommen ist, so 
lautet seine Gleichung 

(i) 

wenn a der Radius ist. 

In dem zugeordneten rechtwinkligen System (154) heifit die 
Gleichung 

158. Ellipse. Die Ellipse ist eine Linie, deren Punkte von 

zwei festen Punkten, den Brennpunkten, Ent- 
fernungen von konstanter Sumrne haben. 

Wahlt man die Brennpunkte als Pole 
eines bipolaren Systems, so ist, Fig. 50, 




p * u + v = 2a (1) 

Pig. 50. r V J 

die Gleichung der Ellipse, sofern 2 a die konstante Summe der Ab- 
stande bezeichnet. 

Legt man ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde, dessen 
Abszissenachse die nach rechts gerichtete Gerade durch die Brenn- 
punkte, dessen Ordinatenachse das nach aufwarts gerichtete Mitfcellot 
dieser Punkte ist, so driickt sich, wenn F'F = 2c, wobei notwendig 
; a } Gleichung (1) wie folgt aus: 



(*-o0 2 + V*f + (c + ^ - 2a; 
quadriert nian ; um rational zu machen, so entsteht 



und nach nochnialigem Quadrieren 

a\tf + f + f) - x- - a 4 - = 0, 
nach x, y geordnet: 

(a 2 - <? 2 > 2 + a V - a 2 (a 2 - c 2 ) : 
setzt man die positive Differenz 



Kreis, Ellipse, Hyperbel, Parabel. 

a 2 - c 2 - 1-, 

so niniint die Gleichung der Ellipse schliefilich eine der Formen 

b~x' 2 ~r cry 1 2 6 2 



an. 



Wegen des zweimal ausgefuhrten Quadrierens warden diet 
Gleichungen auch dann zustande kommen ? Tvenn an die Stelle vc 
(1) eine der folgenden Relationen trate: 



it + v 2 



keine clavon stellt ein reelles Gebilde dar ? weil jede einen Widerspruc 
involyiert: die beiden ersten den ; dafi die Differenz zweier Dreieck 
seiten groBer sein solle als die dritte, die letzte den, daB die Sumn 
zweier negativen Zahlen positiv sein solle; folglich stellen die Gleic] 
ungen (2) nur das durch die Eigenschaft (1) gekennzeiclinete G 
bilde dar. 

159. Hyberbel. Die Hyperbel ist eine Linie, deren Punk 
von zwei festen Punkten ; den Brennpunkten, Entfernimgen von ko- 
stanter Differenz haben. 

Mit Beniitzung derselben Annahmen und Bezeichnungen ergebe 
sich die Gleichungen 

fa ) = 2a (; 



wenn c 2 a 2 = & 2 gesetzt wird, indem jetzt notwendig c > a ist. 

Auch hier umi'assen die Gleichungen (2) al- y. 

gebraisch mehr als (1), indem sie auch dann zu- 
stande kamen ; wenn an Stelle von (1) eine der 
Relationen + (u + v) ==* 2 a genommen wtirde; bei- 
des aber steht mit Tatsachen im. Wider spruch. 

160. - Parabel. Die Parabel ist eine Linie, 
deren Punkte von einem festen Punkte, dem Brenn- 
punkte, und einer nicht durch ihn gehenden festen 
Geraden, der Direktrix, gleich weit entfernt sind. 

Nimnit man ? Fig. 51, die nach rechts gerichtete Normale d< 
Direktrix DD' durch den Brennpunkt F als Abszissenachse und d 




o\ 



Pig. 51. 
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Mittelpunkt der Strecke AF p als Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems an, so driickt sich die Eigenschaft 

FM^EM (1) 

in deu Koordinaten, wie folgt, aus: 



und in rationaler Form: 

f - 2px. (2) 

Der Riickblick auf die Gleichungsformen (2) der behandelten vier 
Linien zeigt, daB ihre Gleichungen in bezug auf die rechtwinkligen 
Y Koordinaten %, y algebraisch und vom zweiten 

Grade sind. Man nennt aus diesen Griinden 
Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel alge- 
braische Linien und bezeichnet sie als von 
zweiter Ordnung. 

161. Strophoide. Die Strophoide ist eine 
Linie, deren Punkte durch folgende Konstruk- 
Fl s- 52. tion erzeugt werden: Gegeben sind ein fester 

Punkt A } Fig. 52, und eine nicht durch ihn gehende feste Gerade YY'\ 
man zieht durch A die zu YY' senkrechte Gerade OX, dann einen 
beliebigen Strahl^ii und tragt auf diesem die Strecken LM = N= OL 
ab; dann sind M, N Punkte der als Strophoide benannten Linie. 

Beniitzt man die nach rechts gerichtete Gerade OX als Polar- 
achse und als Pol, bezeichnet mit a die absolute Lange der Strecke 
OA und beachtet, daB in dem Dreieck 0AM die Winkel bei A und 

M. beziehungsweise 29?, + 9 sind, so ergibt sich die Beziehung: 

sin I - 2 



r 
a 



die unmittelbar zur Polargleichung 

w 



fuhrt. 

Geht man von. dieser auf das zugehorige rechtwinklige System 
fiber mittels der Relationen 154, (1), so entsteht zunachst 



Strophoide, Zissoide. 
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und daraus 



x 



Durch Auflosung ergibt sich: 




Fig. 53. 



Man liest hieran ab: 1. daB die Lime symme- 

trisch ist zur Abszissenachse; 2. daB sie reelle 

Punkte nur in dem nicht abgeschlossenen 

Interval! a < x < a besitzt: 3. daB y am 

oberen Ende dieses Intervalls = ist, wahrend 

es bei rechtsseitiger Annaherung yon x an 

das untere Ende unendlich wird; es zieht sich 

also die Linie langs der Geraden SS', Fig. 53, 

ohne Ende hin, sich ihr beliebig nahemd; man nennt eine solche Ge- 

rade eine Asymptote der krummen Linie. 

Aus (1) ist zu erkennen, daB r sich der Grenze Null nahert, 

wenn 9 gegen - und gegen konvergiert; auf den unter diesen 

Richtungswinkeln durch gefuhrten Ge- 
raden fallen also zwei kurz vorher noch 
getrennte Punkte in einen zusammen, diese 
Geraden sind somit Tangenten an die Kurve 
in (56) ; die Erscheinung, welche diese 
hier darbietet, wird als ein Knoten (Kno- 
tenpunkt) bezeichnet. 

162. Zissoide. Zu clieser Linie ftihrt 
folgende Konstruktion. Aus einem Punkte 
des Umfangs eines Kreises werden nach 
der Tangente im diametral gegeniiberliegen- 
den Punkte JLStrahlen gezogen und auf 
jedem derselben die zwischen Tangente und 
Kreis eingeschlossene Strecke PQ, Fig. 54, nach OM ubertragen; 
M ist ein Punkt der Kurve. 

Auf das Polarsystem OX bezogen hat die von M bei Drehung 
des Strahls beschriebene Linie die Gleichung 




Fig. 64. 



vereinfacht: 



a cos a? , 

cos cp ^ ? 

^ a sin 2 qp 

~" cosqp 7 



(i) 



wenn A = a der Durchmesser des Kreises ist. In dem zugeordneten 
rechtwinkligen System kornmt ihr die Gleichung 



+ f) x = ay* 



(2) 



zu. 
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Aus der Auflosung von (2): 



lieBt man folgende Eigenschaften ab: 1. die Kurve ist symmetrisch zi 
#-Achse; 2. reelle Punkte sind in dem Intervall <^ x < a- yorhande: 
3. bei lim#'=a wird j/ unendlich, so da6 die bei der Konstru" 
tion benutzte Kreistangente zugleich Asymptote ist. 

Aus (1) entnimmt man, dafi r gegen Null konyergiert, wenn 
sich von der einen oder anderen Seite der Null nahert; mithin b 
ruhrt die x- Achse sowohl den oberen als den unteren Zweig der Kuri 
in 0\ die Erscneinung, die sich hier darbietet, wircl Spitse genann 
Die beiden zuletzt besprochenen Linien sind nach deni Bau ihr< 
mit (2) bezeichneten Grleichungen algebraische Kurven dritter Ordmtu 

163. Cassmischeliime] 
Als solche bezeichnet man L 
nien, deren Punkte yon zw 
festenPunkteu, den Brennpmr 
ten ; Entfernungen yon konsta 
tern Produkt haben. 

Im bipolaren System F, I 
Fig. 55 } haben diese Linie 
die Gleicnung 




Geht man auf das rechtwinklige System liber, so ergibt sich zunacbs 

VFTI^a-) 2 - Vf + (c + ~xj* - a?, 
wenn F'F=2c, und nach Herstellung der rationalen Form: 

(z 2 + 2/ 2 ) 2 + 2c 2 G/ 2 - x^ - a* - c\ ( 

Die Auflosung yon (2), zunachst nach 2/ 2 , gibt: 
f = - (x* + c 2 ) y<*& + a 4 ; 

yon diesen Losungen kann nur die mit dem oberen Zeichen zu reell* 
y fuhren, aber auch sie liefert solche nur so lange, als: 

(a? + 6- 2 ) 2 < 4c 2 o; 2 + a 4 , 
so lange also 

(> 2 - c 2 ) 2 ^ a 4 ? 

somit bei x~ c 2 ^ a 2 und c 2 ^ 2 <[a 2 , woraus sich - einerseits d 
obere Grenze fur x mit "J/c 2 +~ a 2 , andererseits die untere mit "J/?^-~"< 
bestimmt. Wahrend die obere Grenze immer reell ausfallt, ist es d 
untere nur fur c > a. 
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Daraus ergeben sicli drei Formen der Cassinischen KuiTen: 



I. c > a; y reell bei y~cT-a? <T \x\ < ]/c 2 + a*, 
II. c-a; y l#j^yc 2 ~V 2 ; 

III. c < a; y x \ < l/c^Tal 

Die Form II, deren Gleichung im rechhvinkligen System 
(tf + y*? 2cP(& f), 

im Polarsystem 

r 2 =2a 2 cos29 

n Namen LemnisJcate] sie geh 



JYL 

c/ . 



r 2 =2a 2 cos29 (4) 

lautet, fiihrt den Namen LemnisJcate] sie geht durch den Ursprung 
und hat hier, da r bei lim cp = '- und lim <p = ~- gegen Null konver- 

giert ; zwei Tangenten, die unter 45 und 145 gegen die #-Achse ge 
neigt sind. In der Figur sind die di-ei y: 
Typen yeranschaulicht. 

164. Konchoide. Hit diesem Na- A' 2 
men wird die durch folgende Konstruktion 
erzeugte Linie belegt: Aus einem festen 
Punkte 0, Fig. 56., werden nach einer 
nicht durch ihn gehenden festen Ge- 
raden A' A Strahlen gezogen und auf 
jedem derselben yorn Schnittpunkt G 
aus zwei gleiche Strecken CM, CN von gegebener Lange I abgetragen 
die Punkte M, N gehoren der Linie an. 

Die durch zu A' A gezogene nach rechts gerichtete Parallel 
diene als Polarachse, als Pol; dann gilt fur die Punkte Jf, d. i 
tiber A' A: 



Tig. 56. 



fiir die Punkte N, d. i. unter A'A: 

a 



\vobei a == OS] beide Ansatze sind aber in der einen Gleichung 

- Q 



smqp /\ sin qp 

enthalten, die auch in der Form 



geschrieben werden kann. 

Geht man zu dem zugeordneten rechtwinkligen System iiber, s< 
entsteht zuerst 
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V y 



v 

\ v j 
und daraus schliefilich 

(#2 _|_ yV)(y a) 2 ~ Z 2 2/ 2 . (2) 

Diese Gleichung lehrt: 1. daB die Linie symmetrisch ist zur y- 
Achse, weil x nur in gerader Potenz vorkommt; 2. daB die Gerade A A 
eine Asymptote ist, weil bei y = a die Gleichung nur bei unendlichem 
j#j bestehen kanu; 3. daB der Ursprung der Kurve angehort. 

Aber aus 



a 



sm cp 



gelit hervor, daB r gegen NuR konvergiert, wennliin sing? y wird; 




g. 57 



dazu gehoren zwei snpplementare Werte von 9, sofern a < Z; nur 
-der eine Wert 9 = ~ ; wean a = ?; hingegen kein Wert ; wenn a > Z; 

im ersten Falle hat die Kurve im Ursprung zwei Tangenten und bildet 
Her einen Knoten; im zweiten PaJle beriihrt sie die y-Achse zu beiden 
Seiten und bildet eine Spitze; im dritten Falle hat sie in einer ge- 
wissen Umgebung des Ursprungs keine weiteren Punkte, der Ursprung 
ist ein von der Linie isolierter Punkt (Binsiedler). Die drei so unter- 
schiedenen Typen 

I. a < I, II. a - I HI. a > ?. 

sind in Pig. 57 zur Darstellung gebrachl 

Die Cassinischen Linien und die Konchoide sind nach dem Bau 
ihrer mit (2) bezifferten Gleichungen algebraische Kurven vierter 
Ordnung. 

165, Rosette. Eine Kurve werde derart erzeugt ; daB auf eine 
mit ihren Endpunkten auf zwei zueinauder senkrechtenGeraden gleitende 



Rosette, Asteroide. 



251 



Strecke AS = a vom Schnittpunkte dieser Geraden eine Nonnale 
gefallt wird; ihr FuBpunkt M beschreibt die Linie (Fig. 58). 

Auf das Polarsystem OX bezogen hat die ^ 
Linie, wie aus den rechtwinkligen Dreiecken un- 
mittelbar zu entnehmen, die Gleichung J5, 



r = a cos 9 sin qp = ^ sin 2 cp ; 



(1) 




daraus ergibt sich die auf das zugeordnete recht- 
winklige System bezogene Gleichung 

(p* + ^3 = a*x 2 y 2 . (2} Flg ' 5S 

Aus der Gleichung (2) schlieBt man auf Symmetrie beziiglich 
beider Achsen. Aus (l) ist zu erkennen: 1. daB - die obere Grenze 

von r, die Kurve also in einem Kreise vom Radius - eingeschlossen ist; 
2. daB sie diesen Kreis erreicht an den Stellen cp = v, -T- -r~ ~T< 

7 4^ 4 * 4 7 4 ' 

indem an diesen r = a oder = a wird- 3. daB r bei Km <p = 0, ^, 
3r,'- gegen STull konvergiert, die Kurve, also 

die beiden Achsen in zu beiden Seiten be- 
rtihrt. Fig. 59 zeigt ihre Gestalt. 

166. Asteroide. So benennt man die Kurve, 
welche der Punkt P derselben Strecke AB, Fig. 58, 
beschreibt, der symmetrisch zu M in bezug auf 
die Mitte von AB liegt, den man also erhalt, 
indem man aus der Ecke Q des Rechtecks OAQB 
auf AB eine Senkrechte fallt. 

Nennt man die auf dasselbe Achsensystem bezogenen Koordinaten 
von PI, 'q, so bestehen zwischen , ^ tmd den Koordinaten x, y von 
M die aus der Figur ersiehtlichen Beziehungen: 




Pig. 59. 



aus der ersten folgt mit Rueksicht auf die beiden anderen 



and aus den zwei letzten allein 



tragt man dies in die Gleiehung (2) der vorigen Kurve ein, so entsteht 
[ 2 ^f S5 I-W (!) 
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als Gleichung der neuen Kurve; schreibt man dies in der Gestalt 

222 



so erscheint (1) als das Ergebnis der Kubatur der Gleichung 

v- j-"f i "?" "? (9~\ 

^A +*>?=#, W 

die deinnach auch als Darstellung der 
Kurve gelten kann. 

Aus ('!) entnimmt man, daB mit 
I 2 + ^ 2 = fl- 2 entweder | = oder ?; = 
notwendig verbunden ist, daB also die 
Linie durch die Punkte (0/a) 9 (O/ a), 
(a 1 0}, ( a 1 0} hindurch geht. Ihre Ge- 
stalt ist aus Fig. 60 ersichtlicli. 

Die beiden zuletzt vorgefiilirten Li- 
nien sind, wie aus ihren mit (2j, bzw. 
(l) bezeichneten Gleichungen zu erkennen, 
von der sechsten Ordmnvi. 




Fig. CO. 



3. Koordinatentransformation. 

167. Allgemeine Begriffsbestimmuug. Schon die vorstelien- 
den Beispiele zeigen deutlich, daB die Wahl des Koordinatensysterns 
nicht gleichgultig ist fur die analytische Darstellung; erne zweckmaBige 
Wahl kann wesentliclie Vereinfachung der Rechnungeu herbeifiiliren. 
Darum tritt bei grofieren Untersucliungen haufig die Notweudigkeit 
ein ? das Koordinatensjstem zu andern, ura eine sich einstellende Frage 
in moglichst einfacher Weise zu losen* Man kann geradezu die 
passende Anordnung des Koordinatensystenis zu den Methoden der 
analytischen Geonietrie zahlen. 

Bei dem Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem handelt 
es sich. nun darum ? die maBgebenden Gleichungen, die sick auf das 
ursprungliche System beziehen, fur das neue zu transformieren. Die 
Elementaraufgabe, auf die das hinauslauft, besteht darin, die Relationen 
zwischen den urspriinglichen und den neuen Koordinaten eines Punktes 
aufzustellen. 

Nachstehend soil eine Auswahl haufig gebrauchter Transfor- 
mationen behaudelt werden. 

168. Translation eines ParaUelkoordinatensystems. Hier- 
unter versteht man den tlbergang von einem Parallelkoordinaten- 
system zu einem andern mit parallelen und gleiehgerichteten Aclisen. 
Die gegenseitige Anordnung ist bestimmt, wenn die Koordinaten % Q , T/ O 
des neuen Ursprungs 0', Fig. 61, in bezug auf das alte System XOY 
gegeben sind. 



Translation rind Eotation eine Koorclinatensystems 
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Es seien x, y und x' y' die auf die beiden Systems beziiglichen 
Koordinaten eines Punktes 31: dann entninimt man der Figur un- 
mittelbar, daB 

OA+ O'P' 

AO' + P'Jl, 
daB also 

x = x + x' 

daraus ergibt sich die inverse Transformation: 

x ' == x XH 

y' = y-y (2) 

Wahrend (1) den Ubergang vom alten System zuni neuen, ver- 
inittelt (2) das umgekehrte. 

Soil beispielsweise die Grleichung der Ellipse (158) 

7)2 /y>" I /-2j.2 _ /-/21j2 
U tJtj T^ Cw It ~~~ tt (/ 
k ' */ i 

auf den linken Scheitel als Ursprung transformiert werden, so hat 
man x = a + x', y == j/' zu setzen; die Gleichung lautet dann: 

y 

169. Rotation eines Cartesischen 
Systems um den Ursprung. Es ist dies 
der tlbergang von einem rechtwinkligen System 
zu einem gleich orientierten anderen xnit dem- 
selben Ursprung. Die Anordnung beider Sy- 
steme ist durch den Rotationswinkel a bestimmt, 
worunter der Winkel verstanden werden soil, 
durch den die positive #-Achse in positiver Drehung in die positive 
#'-Achse ubergefuhrt wird (Fig. 62). 

Man liest an der Figur unmittelbar ab: 

OP- OP"- QP' 
PM-P"P'+ QM, 

d. h. in den GroBen x, y^ x', y' und a ausgedriickt: 

x == #'cos# y's'ma 
y = x' sin a + y cos a . 




(i) 



Die inverse Transformation ergibt sicli dnrch Auflosung dieser 
Gleichungen nach x', y', aber auch durch die Bemerkung ? daB die 
Dreliung des neuen Systems um cc wieder zum alten fiihrt: man 
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braueht also nur x, y init x', y' zu vertausehen und das Vorzeichen 
von a zu iindern und erhalt so: 

x' = x cos a + y sin a 

y' == x sin a + ?/ cos a . 

Als Beispiel diene eine Hyperbel, bei der 6 = a ist man 
nennt sie eine gleichseitige Hyperbel , deren Gleichung also 

lautet (159j; das System, das dieser Gleichung zugrunde liegt, werde 
um ^,IL ( a i s o urn 45 nach ab warts) gedreht; die Transformation wird 
dann durch die Substitution 



vermittelt und verwandelt die Gleichung in 

*Y=Y- 

17O. Allgemeine Transformation rechtwinkliger Koor 
dinaten. So wollen wir den ITbergang von einem rechtwinkligen 
System zu einem beliebigen andern gleichartig 
orientierten verstehen. Die gegenseitige Anord- 
nung ist durch die Koordinaten % Q) y Q des neuen 
Ursprungs beztiglich des alten Systems und durch 
den Rotationswinkel im vorhin erblarten Sinne 
>T gegeben (Fig. 63). 

Der tbergang zu dem Hilfssystern X"0'Y" 
jr ist eine Translation, daher 




Fig. 63. A A Q -r X 

der Ubergang von diesem zu X' 0' Y ist eine Rotation, daher 



y" '* x' since + j 

durch Superposition ergeben sich die endgultigen Transformations- 

gleichungen: 

x =* SC Q + x cos a y sin a 

x/ s' m a + y' cos 



Die Gleichungen fur die inverse Transformation erhalt man aus 
(2) der vorigen Nummer, indern man x, y durch x X Q , y ?/ ersetzt; 
sie heiBen also: 

x r = (x XQ) cos a + (y y ) sin cc 

^ 



cos a . 



Weitere Transformatiouen. 



25c 






171. Rechtwiuklige und Polarkoordiuaten. Bei der Bin- 

fuhrung des Polarsy stems (154) ist bereits auf ein bestimmtes, mri 

ihm zusammenhangendes rechtwinkliges System hin- 

gewiesen worden; der Ubergang von dem einen 

zu dem andern karn im Laufe der Beispiele auch 

wiederholt zur Anwendung. Jetzt soil der all- 

gemeine Fall erledigt werden, darin bestehend, daB 

man yon einem reclitwinkligen System zu einem 

polaren iibergeht, dessen Pol 0', Fig. 64, im alten 

System die Koordinaten # 0? j/ hat, und dessen 




64 - 



Polarachse gegen die gerichtete #-Achse des rechtwinkligen unter den 
Winkel geneigt ist. 

Diese Transformation kann aufgelost werden in die vorangekend* 
und in den darauffolgenden Ubergang zu Polarkoordinaten im Sinn< 
von 154; demnacn lauten die Substitutionsgleichungen: 

'X == XQ + r (cos cc cos cp sin a sin 9) = x + r cos ( + 9) 



cos 



cos a s ^ n 



und fiir die inverse Transformation: 



cos (a + q>) 



( a 



* 






die beiden letzten Gleichungen bestimmen einen Winkel im Interval 
(0,2 yt) eindeutig, aus dem sich dann durch Subtraktion von cc di 
Amplitude cp ergibt. 

Als Beispiel zu diesem Falle diene die Transformation der Ellipsen 
glcichung nach dem recnten Brennpunkt als Pol und der gerichtete] 
Abszissenachse als Polarach.se. Die zugehorigen Transformations 
gleichungen 

x = c + r cos cp } y = r sin 9 

verwandeln die Gleichung 



n 

r 2 (ft 2 cos 2 9 + a 2 sin 2 <p) + Stfcr cos <p 

deren positive Wurzel 



_ 6 2 c cos cp -j- ab* 



sich weiter vereinfacht zu 



5 s 



a + c cos qp ' 
bei <p = ?- erhalt r den Wert 0. den man als Parameter 
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Ellipse bezeichnet; fiihrt man welter das Verhaltnis als relative 

oder nuinerische Extentrisitat mit dein Zeichen s em, so schreibt sic! 
schlieBlich die Brennpunktsgleicliwig der Ellipse: 



_ 

1 + scosg? 



4. Die Gerade. 

172. Die Q-leichung ersteu Grades. Jede G7<:-h".,,<j erstei 
Grades in z, y stellt eine Gerade dar. 

Die allgemeine Form einer solclien Gleichung lautet: 

Ax + Sy+C^Q. (i; 

Die Aussage wird bewiesen sein, wenn gezeigt ist ; dafi die Gleichung 
bei alien zulassigen Annahmen liber ihre Koeffizienten eine Gerad* 
bestimmt. 

1. -4 + 0, JB-0, 0+0; die Gleichung 

Ax+C-Q (2; 

c 

f uhrt zu x = 7 und kennzeichnet alle Punkte mit einer und der- 
A 

selben bestimmten Abszisse; ihr Ort ist eine Gerade parallel dei 
Ordinatenaclise. 

2. A 0, S + 0, C + 0; die Gleichung 

By+C=0 (3; 

/nr 

ergibt ^/ = -g und keimzeichnet alle Punkte mit einer und derselber 

besfcimmten Ordinate; der Ort soldier Punkte ist eine Gerade paralle^ 
der Abssissenachse. 

3. A + 0, J5 = 0, C = fuhrt zu Ax = 7 und dies kann nur mil 

a; - (4; 

bestehen; hierdurcb. sind aber die Punkte der Ordinatenaclise selbsl 
charaktersiert. 

4. A = 0^ 5+ 0, (7 = hat JS^/ = und dies wiederum 

y - (5; 

zur Folge; hiermit sind die Punkte der Abszissenachse gekennzeichnet 

5. JL + ; J?+0 7 G=0 liefert die Gleichung 

Ax + By = 0, (6; 

aus der -|- = -^ folgt; alle Punkte aber ; deren Koordinaten in einen* 

konstanten und bestimmten Verhaltnisse zueinander stehen, liegei 
auf einer bestimmten Geraden durcli den Ursprung. 



Seginentgleiehung. Richtungswmkel der Geraden. 25' 

6. A + 0, 5+0, + endlich ftthrt auf 



und lafit die zu einer Abszisse gehorige Ordinate als Sumnie an: 

^1 Q 

-^x und g erscheinen: das erste ist nach 5. die Ordinate einei 

bestimraten Geraden durch den Anfangspunkt, das zweite eine konstant* 
GroBe; es sind also die Ordinaten jener Geraden urn eine konstant< 

C 
Strecke verlangert ocler verkurzt, je nachdem ^ positiv oder negati 

ist; der Ort der so erhaltenen Punkte ist eiue G-erade von allyemeine 
Lage, die parallel ist der durch den Anfangspunkt gehenden Geraden (6] 

Hierm.it ist der Beweis erbracht, und er gilt fur jedes Parallel 
ko ordinatensystem. 

173. Segmentgleichung. Die zu y gehorige Abszisse 
und die zu x =* gehorige Ordinate & sind die Abschnitte ode 
Segmente, welche die Gerade 



auf den Koordinatenachsen bildet; sie ergeben sich aus den Ansatze 

Aa + - 0, Bb + = 0, 

und zwar ist 

C , C ,, 

a = -A> 6== ~5' 

G 

ersetzt man also A, B in (1) durch -- , r- und unterdrtici 

hierauf den Faktor G + ; so entsteht die Segmentgleichung d< 
Geraden: 

-*+*?- = i. (: 

a l b v 

Ihre Herstellung aus der Gleiehungsform (1) erfolgt. also mitte 
der Division durch C. 

174. Bichtungswinkel der G-eraden. So- 
lange eine Gerade nicht gerichtet ist, d. h. so- 
lange nicht ein bestimmter Sinn in ihr als posi- 
tiv festgesetzt ist, kann ihre Richtung dureh 
den hohlen Winkel cc, Fig. 65, bestimmt werden, _ 
den sie mit der gerichteten a;-Achse bildet. Bei /f~" ? / 
dieser Auffassung haben parallele Gerade gleiche ^ 63 . 

Richtungswinkel. 

Ist g durch Ax -f By + C = 0, so ist die Parallele g f durch de 
Ursprung dargestellt durch Ax + By = und 

y^ MP sinot = __ J. m / 

.0? ~ OP "~sin(a a) m B ' v 

Ozuber, HOhere Mathematik. 17 





258 Aualytische Geometrie der Ebene. 4. Die Gerade. 

mit Riicksicht auf 172, (7) und 173, (2) schreibt sich dann die 
Gleichung: y-mx + l; (2) 

die Bedeutung von m geht aus (1) hervor, und I ist das Segment auf 
der Ordinatenachse. 

Ist das Koordinatensystem rechtwinklig, also 6=^ ? so ist ins- 

besondere m = tg a . (3) 

Man nennt m, weil es in dem einen wie in dem andern Falle 

lediglich mit der Richtung der Geraden zusammenhangt, ihren Pdclitungs- 

Tioeffizienten. 

Anders, wenn es sich um eine gericlitete Gerade handelt. Zieht 
man eine dazu parallele und gleichgerichtete Gerade durch. 
den Ursprung, so sollen die im positiven (oder negativen) 
Drehungssinne gezahlten hohlen Winkel, welche diese letztere 
Gerade mit der gerichteten x- und ^/-Achse bildet, als die 
Richtuugswinkel a r ,fi' der urspriinglicrien Geraden betraclitet 
werden, Pig. 66. Unter der Voraussetzung eines 
recbtwinkligen, positiv orientierten Koordinaten- 
^ systems ist dann immer (eventuell mit Aufter- 
acbtlassung von 2 it) 

/'-'- f; (4) 

denn, fallt z. B. g' in den ersten Quadranten, so wird ft' als der 
negativ gez'ahlte Komplementswinkel von ' zu nelimen sein; abnlich 
tiberzeugt man sich. von der Richtigkeit des Ansatzes (4) bei jeder 
andern Anordnung. 

Man nennt cos a 7 , cos /?' die Eichlungskosimts der Geraden und hat, 
also im rechfrsrinkligen System 

cos]8'= sin a'. (5) 

Was nun den positiven Sinn in einer nicht durch den Ursprung 
gehenden Geraden anlangt, so sei hieriiber folgende Vereinbarung ge- 
troffen: Als positiv mpge in einer solchen Geraden derjenige Sinn, 
gelten, bei dessen Verfolgung der Ursprung zur linken Seite der 
Geraden liegt. Die Festsetzung steht im Einklang mit dein positiven 
Drehungssinn der Ebene. 

Zu jeder Geraden g gehort eine Normale n durch den Ursprung; 
urn auch diese zu einer gerichteten zu machen, werde als positiver 
Sinn derjenige bestinimt, der wm Ursprung zur Geraden fuhrt; die 
so gerichtete Normale werde als positive Normale bezeichnet. Diese 
Festsetzung ermoglicht es, die leiden S&iten der Geraden voneinander 
zu unterscheiden; als positiv gelte diejenige Seite, nach welcher die 
positive Normale verlauft, die andere als negativ, letztere enthalt den. 
Ursprung (Fig. 67). 



Positive Normale und Hessesche Xormalgleichung. 25! 

Sind nun wie vorhin a, $ die Richtungswinkel der gerichteten Geraden 
a, /3 die der gerichteten Normalen, so bestehen immer (eventuell mit AuBer 
achtlassung von 2 it) die Relation en: 




175. Hessesche Normalgleichung. 1 ) 

Man kann zur Besehreibung einer Geraden 

die absolute L'ange p der vom Ursprung zu 

ilir gefiihrten Normalen und die Richtungs- 

winkel a ; /3 ihrer positiven Richtung verwenden; Flg> 67 * 

unter der Voraussetzung eines rechtwinkligen Systems besteht zwischei 

diesen die Beziehung 174: ; (4). 

Sind a, 1) die Segmente, welche die Gerade g, Fig. 61, auf dei 
Achsen bildet ; so schreibt sich ihre Gleichung: 

* + .._l_0. 

a ' 6 

Nun ist aber unter alien Umstanden 

a cos a = & sin == j; ; 

erweitert man also den ersten Bruch in der yorstehenden Gleichun^ 
mit cos a, den zweiten niit sin a und inacht yon dem letzten Ansatzi 
Gebrauch, so entsteht die Gleichung: 

XGQSa + ysin a p = ? (1 

die man als die Normalgleichung von Hesse bezeichnet. 
Um die allgemeine Gleichung 

Ax + By + C (2 

auf diese Form zu bringen, wird man sie mit einem Multiplikator ^ 
niultiplizieren, der so gewahlt werden muJB ? daB 



sei ? damit IA, k~B tatsachlich den cos und sin eines Winkels dar 
stellen; die Unbestinimtheit des Vorzeichens von 

(3 
v 

die durch den Zeichenfaktor s (-f 1 oder 1) angezeigt ist ? beheb 
sich durch die weitere Forderung, dafi 1C mit ^ iibereinstimmen 
daher negativ sein mufi^ sonach hat 1 das entgegengesetzte Zeichei 
von C zu erhalten, was durch den Ansatz 

-- sgn (4 

ausgedriickt werden soil. 

1) Nach 0. Hesse benannt, der zur Ausbildung der moderiien Methodei 
der analytischen Geoinetrie wesentlich beigetragen liat. 
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Urn also die allycmeine GleicJumy (2) auf die Hessesche Normal- 

form umzuwantklH, licit man sic durch sgn C f ]/J. 2 + J B 2 zu dividieren. 

Hiernach sind dieRichtungskosinus der positiven Normalen von (2): 

- 3 A , 

cos a sm p = , ____ . cos p = sm a = - 

7 



und wegen der Beziehungeii (6j der vorigen Nummer die Richtungs- 

eraden selbst: 

' 



fcosinus der gerichteten Geraden selbst: 



Nach der rorsteheiiden Regel ergeben sich beispielsweise fur die 
Geraden 

30-40 5 0, a? + 2^r + 3 

die Hesseschen Normalgleichungen 



aus denen man ersieht, dafi das Lot der ersten, von der absoluten 
Lange 1 ? vom Drsprung ans in den vierten, das Lot der zweiten, 
von der absoluten Lange -2=, in den dritten Quadranten verlauft. 

176. Farametrische Darstellung der Geraden. 1st M Q 

(ay #u) ein fester Punkt der gerichteten Geraden g, a ihr Richtungs- 
winkel, s der Abstand des variablen Punktes M(xjy) von Jf 0; so 
ist unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Koordinatensystems : 

x #o " s cos K ? y y Q s sin a; 

daraus ergeben sich die parametrischen Gleichungen der Geraden g: 

x = o? + s cos a 



Q 



^ darin als positiv oder negativ, je nachdein die Strecke M Q M 
die positive oder negative Richtung der Geraden hat. 

177. Gteradeubaschel, bestimmt durch einen Puukt, Die 

allgenieine GHeichung der Geraden 



C7-0 (1) 

enthalt drei Koeffizienten, die sich auf mri Konstanten reduzieren 
Iassen 7 mdem man durch einen von ihnen die Gleichnng dividiert. 



Parametrische Darstellung. Geradenbiischel. 
In der Tat treten in den speziellen Gleichungsfonnen 



y = mx + 1) 
x cos a + 2/sin# # = 

nur zwei Konstanten oder Parameter auf : die Gesamtheit der Gerad< 
in der Ebene ist von der Mdddigkeit oo 2 . 

Daraus folgt, da8 eine Gerade im allgemeinen durch zwei B 
dingungen bestimmt ist. 

Ist der Geraden nur eine Bedingung auferlegt, so bleibt ein 
der Parameter unbestimmt, aus der Gesamtheit der Geraden ist eii 
niedere Gesamtheit von der Machtigkeit cc 1 herausgehoben. 

Einen wichtigen Fall dieser Art bilden die Geraden (lurch em 
gegebenen Punltt, deren Gesamtheit man einen Geradenbiischel nem 
HeiBt der gegebene Punkt H^xjy^), so fiihrt die Forderung, dafi_ 
der Geraden angehore, zu der Bedingung """" 

Ax, + JBy t + G - C 

zwischen den Koeffizienten, mit deren Hilfe sich einer derselben, a 
einfachsten C, aus (1) eliminieren lafit; man erhalt so 



oder ; indem man -^^ m setzt, 

y - ^ - m(x - x,) ( 

als Gleichung des Geradenbiischels mit dem Trdger M^ 

Im rechtwinkligen System kann derselbe Geradenbiischel au< 
durch die Gleichungen (176) 

x = x 1 + s cos cc 



dargestellt werden, wenn man darin nicht allein s, sondern auch a 
veranderlichen Parameter auffafit; bei festgehaltenem a und variables 
bestimmen die Gleichungen (5) eine spezielle Gerade des Btische 
diejenige 7 die gegen die gerichtete o?-Achse den Richtuugs\rinkel cc hi 
178. G-erade durch zwei Punkte. ^Durch zwei Punk 
-^1(^1/^1)? -^2(^2/2/2) ^ e i ne Grerade bestimmt. Denn jede Gerac 
die durch den ersten Punkt geht, ist in der Gleichung 



entbalten; soil sie auch durch den zweiten Punkt gehen, so mussi 
die Koeffizienten A, J5 der Bediugung 
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entsprechen; aus beiden Gleichungen ergibt sich durch Elimination 
von A, B: x # t _ y y\ /-. % 

oder in anderer Anordnung: ^-#1 y* 3/1 

als Gleichung der durch J^ und J/ 2 bestimmten 
Geraden. 

179. Teilungsverhaltnis in der G-e- 
radeu. Ein Punkt M in einer Geraden g, 
Fig. 68, bestimrnt in bezug auf eine in der 
Jpig ' GS< Geraden gegebene Strecke M Jf 2 ein Teilungsver- 

Ji&ltnis; es soil darunter das Verhaltnis 

M = ; - W 

verstanden werden. Umgekehrt ist die Lage eines Punktes in der 
Geraden durch die Angabe seines Teilungsverhaltnisses bestimmt, 
A also eine Koordinate des Punktes. 

Der Definition (1) zufolge ist /L positiv fur einen Punkt der 
Strecke J/i-3/ 2? negativ fur einen Punkt auBerhalb derselben und 
unabhangig davon, welche Richtung in der Geraden als positiv an- 
genommen wird. Wahrend der Punkt die genannte Strecke durch- 
lauft ; variiert / von bis oo, und indem H den Punkt M% tiber- 
schreitet ; andert i sein Vorzeichen und variiert bei der weiteren Be- 
wegung von M von cc bis 1, und nimmt schlieBlich die Werte 
T0n _ i bis an, indem M von der anderen Seite her immer naher 
an den Ausgangspunkt M herani-tickt. Sowie jedem andern Werte 
von A ein und nur ein bestimmter Punkt entspricht, ordnet man auch 
dein Werte 1 einen einzigen Punkt zu und nennt inn den unendlicli 
fernen PunU der Geraden. Deni Mittelpunkt von M 1 M 2 entspricht 

Bezeichnet man mit xjy l9 x%/y 2 , x/y die Koordinaten von M 19 
3L, 31, und beachtet man, daB auch 



."T 5 =: y-^^i = ; 

#2 y$ y 
ist, so ergibt sich: 

^ ^=^- ' (2) 

Da durch diese Gleichungen, indem man >L yon oo bis co 
variieren laBt, nach und nach'alle Punkte der Geraden g zur Dar- 



Teihmgsverhaltnis einer Sfcrecke. 2f 

stellung komnien, so kami man sie als parametrische Crleicltungen & 
durch die Punkte Jf 1? M% bestimmten Geraden auffassen. 

Zwei Punkte M' , M" mit den Teilungsverhaltnissen A', ;" b 
stimmen das Doppelverhctttnis 

MI 31' f M l JT 
JTJ/j : M"~M~ = 

das positiv oder negativ ausfallt, je nachdem die Punkte in bezi 
auf Jf 1? Jf 2 gleichartig oder ungleichartig liegen, d. h. beide inn( 
oder auBen, oder einer innen, einer aufien. 

1st insbesondere A' = A", so nimmt das Doppelverhaltnis d 
Wert 1 an, und man sagt dann, daB die Punkte M ', M" die Strecl 
Jlf 1 JK> Jiarmoniscli teilen; da aus (3) auch 

M'Mt M'M _ I' 
MI&" : ~MlM" "I" 

folgt, so teilen bei A" = A' auch die Punkte Jf 1? Jf 2 die Strecl 
Jf'Jf" harmonisch, und man sagt daher ; die Punktepaare H 1} J 
und Jf', Jf" trennen einander Jiar>monisch, nennt auch J/ 1; J/ 2; l/' ; Jj 
v/er harmonische Punkte. 

Bezeichnet man die relativen Strecken JKi Jf 8 , M^M 1 ', MM" d 
Reihe nach mit 5, 5 r , 5", so lautet der Ansatz (3) far harmonise] 
Punkte so: 



daraus ergibt sich durch Umformung die fiir harmonische Punk 
charakteristische S treckenrelation : 



88 S 

die auch in der Grestalt 



\S' s"/ S Pig. 69- 

geschrieben werden kann. Den linksstehenden Ausdruck bezeichn 
man als das harmonische HiUel von s', s". 

Urn zu IT den vierten harinonischea Punkt in bezug auf M l , Jj 
Fig. 69, zu finden, schneide man zwei beliebige Parallelen durch 3f ly J 
mittels einer durch Jf' laufenden Trans versale J7iJT a , iibertrage 3f 2 J 
nach MtN$ und bringe JfiJVo mit der Greraden zum Schnitt; dies 
Schnittpunkt ist der gesuchte if", da sein Teilungsvej'haltnis, YO 
Zeichen abgesehen, dasselbe ist wie das von M'- 

Dem Mittelpunkt von MM% entsprieht der unendlich feme Pun 
der Geraden als vierter harmonischer. 
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Auf Grand von (2) sind 



y l 



die Koordinaten zweier Punkte JLP, 3/", die M 1 M 2 harmonisch teilen 
in den Yerhaltnissen >- und Jl(|A| 4 s 1) beziehungsweise. 

Als Beispiel der Anwendung des Teilungsverhaltnisses diene die 
Bestimmung der Koordinaten des Schwerpunktes S eines Dreiecks 
M^LM^ aus den Koordinaten seiner Eckpunkte. 

Der Mittelpunkt W" der Seite JJ/ilT 8 liat das Teilungsverhaltnis 1, 
daher sind 



seine Koordinaten; der Sclnverpunkt S teilt Jf'"Jf 3 in dem Verhaltnis 
, daher sind 

'" / i 1 



- , 3 

seine Koordinaten. 

ISO. Abstand eines Punktes von einer Geraden. Die in 

der festgesetzten Art (174) gerichtete Gerade g, Fig. 70, sei im recht- 

winkligen System duroh ihre Hessesche Nor- 
malgleiclmng 

x cos a + y sin a p = (1) 

und der Punkt Jf durch seine Koordinaten 
^o ? ^o gegeben. 

Projiziert man den Linienzug 




o 



Pig * 70t reclitwinklig auf die positive Normale n von 

g, so ist die relative Lange der Projektion 

Q = # cos a + ^ sin a, 

und setzt man fest, als Abstand S des Punktes 3/ von # solle die 
relative Strecke PQ gelten, so ist 

J^ /\ /~\ /~l ~T\ I /Ck\ 

o = v y u Jr = a? cos cc + 2/ sin a ^ (2) 

und fallt positiv oder negativ aus, je nachdem M Q auf der positiven 
oder negativen Seite der Geraden liegt. 

Der relative Abstand eines Pmktes von einer Geraden wird also 
erhalten, indem man seine Koordinaten in die linke Seite der Hesse- 
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sclien y / -V"'' 7 ' ' dw Geraden staff der vercinderliclten Koordinaten 
einsetzt. 

1st hiernach die Gerade durch die Gleichung 

Ax + By + C=0 (3) 

gegeben, so ist nacli den Ausfuhrungen in 175: 

v+ 2/+ 



Nach dieser Vorschrift findet man den Abstand des Punktes 
J/ (3/5) yon der Geraden 5 a? 12 y + 3 = 0: 



]/2~5 + 144 "~ is' 

der durch sein Vorzeichen anzeigt, daB der Punkt auf der positiveu 
Seite der Geraden liegt. Der Abstand des Ursprungs Yon derselben 
Geraden ist 



und fallt notwendig negativ aus, weil der Ursprung gemafi der ge- 
troffenen Vereinbarung beziiglicli jeder nicht durcli ihn gehenden Ge- 
raden auf der negativen Seite liegt. 

181. Dreiecksfiache. Erteilt man den Eckpunkten eines Dreiecks 
eine bestimmte zyklische Ordnung, so gibt man damit seinem Um- 
fang eine bestimmte Umlaufsrichtung und macht so die Dfeiecksflache 
zu einer relativen GroBe. Sie soil positiY sein, wenn der Umlanfs- 
sinn mit dem positiven Drehungssinn der Ebene 
iibereinstimmt (153) ? im anderen Falle negatiY. 

Betrachtet man zunachsteinDreieck OM^M^ 
Fig. 71, dessen eine Ecke im Ursprung liegt, so 
wird seine Flache positiv ausfallen, wenn der Sinn 
der Strecke MM% mit dem positiven Sinn der 
durch die Punkte M 19 -M" 2 bestimmten Geraden 
tibereinstimmt, im andern Falle negatiY. Flg< 71< 

Die absolute GroBe der Strecke M^I^ ergibt sich als Hypote- 
nuse eines Dreiecks, dessen Katheten die absoluten Koordinatendiffe- 
renzen ihrer Endpunkte sind-, ihre relative Lange ist hiernach 




Da die Gleicbung der durch M^ und 3T 2 laufenden Geraden nach 
178, (2) in der Form 

(2/i - Jfc) a - (%i - a) + Wi - ^2/1= 

geschrieben werden kann, so ist auf Grund der SchluBbenierkung in 
180 die absolute Lange des Yorn Ursprung zu ihr gefallten Per- 
pendikels 
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Daraus berechnet sich die relative GrroBe des Dreiecksinhaltes 

Sind nun r l /cp 1 , r*,'(p die Polarkoordinaten von M v M 2 in bezug 
auf OX, so folgt aus 

cos a, =1~ , sin cp< = 
/i *rt/ ' ^ 

^2J If 

cos qDo =- -% sin <pz= ~ , 

sin (9 

die Punkte i 

folglich 



fjft 

cos <p. 2 ~ 
dafi 



sm(^ 2 <Pi) = r r j 

und weil die Punkte an die Gerade gebunden sind, so ist < 2 <p t | < a, 
folsrlich 



sgn (< 2 - y x ) = sgn sin (^p 2 ^ = sgn 
und da nach den getroffenen Vereinbarungen 

sgn (g? 2 ~ yi) = sgn Jf x Jf 2 
so 1st e = a, folglich 



Diese Formel gibt also den relativen Inhalt des Dreiecks 
entsprechend den fiber den Uralaufssinn getroffenen Festsetzungen. 

Um den relativen Inhalt eines Dreiecks M^M^M^ in allgemeiner 
Lage zu bestimmen, braucht man sich nur zu denken ? das Koordinaten- 
system sei durch Translation nach dem Anfangspunkt Jf s verschoben 
worden (168); dann sind 30^x^ly^^y^ ^ x ?) /y 2 y s die Koordi- 
naten der Puukte M ly M 2 im neaen System, auf das die Formel (3) 
zur Anwendung gebracht werden kann; demnach ist nun 



^ ^3^8- 2/8 1 , # 3 2/3 1 i 

Die geometrische Tatsache, daJJ bei tyldischer Vertauschung der 
Buchstaben Jf 1? if 2 , M B der Umlaufssinn des Dreiecks sich nicht 
andert, hat ihr arithmetisches Aqnivalen darin, daB die letztangeschriebene 
Determinante bei zyklischer Vertauschung der Zeilen ihr Zeichen nicht 
andert; wohl aber andert sie es bei Vertauschung zweier Zeilen, es 
kehrt sich aber auch der Umlaufssinn des Dreiecks um ; wenn man 
zwei der Buchstaben miteinander vertauscht. 
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Das Verschwinden der Determinate in (4) zeigt an, daB die 
drei Punkte J/ 1? M 2 , J/ 3 in einer Geraden liegen; denn nur dann 
wird /"= 0. 

Haben J/i, M 2 , Jf 3 beispielsweise die Koordinaten 1/4, 3/2, 
1 / 6 ; so ist 

1-141 -1 41 

jr = J- 3 2 1 = J 4 - 2 - -i. (4 - 40) - - 18; 
1-61 " 2-100 

der Umfang von j\I J, l/ 3 hat sonach den negativen Umlaufssinn und 
die absolute GroBe betragt 18 Flaeheneinheiten. 

182. Schmttpunkt zweier G-eraden. Jecles Wertepaar x, y ? 
das die Gleichungen zweier Geraden: 

Ax + By + C = (1) 

Ax + B'y + C f = (2) 

zugleich erfiillt ; gehort einem beiden Geraden geineinsamen Punkte an. 
Die Gleichungen geben aber eine Bestimniung fur x, y nur dann, 
wenn (118) 

ist, und zwar besteht dann: 

j B' a B C B'C I C'A CA'C'A , < x 



AIT ~~ Jiff A' B > J "" AB ~~ AB' A'B ^' 

A'B' A'B f 

Man nennt den hierdurch bestimmten Punkt den Schnittpurikt der 
beiden Geraden (1) und (2). 

Ist hingegen AB AB 0, d. h. 

A - - B ' (5) 

A B ' ^ 0) 

wahrend einer der Zahler in (4) oder beide nicht Null sind, so kann 
den Qleichungen (1), (2) durch kein endliches Wertepaar x, y geniigt 
werden. Man behalt die vOrige Ausdrucksweise bei, sagt, die beiden 
Geraden haben einen unendlich fernen Schnittpunld und bezeichnet sie 
als parallel. Demnach ist (5) die Bedingung filr den Paralhlismiis 
von (1) und (2). 

Wenn schlieBlich neben 

Aff-A'B-Q 

auch 



1st, so ist auch GA C'A = 0-, derin aus den beiden letzten Glei- 
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chungen folgt ABKC' A'BffC, woraus tatsachlich AffA'C=Q 
hervorgeht. Die Folge dayon ist, daB 



daB also die Gleichung (2) sich von (1) nur durch den konstanten 
Faktor A* unterscheidet, indem statt ihr 

* (Ax + By + C) = 

geschrieben werden kann. Der Fall laBt dann die Auffassung zu, daB 
beide Gleichung'en eine und dieselbe Gerade darstellen ; oder zwei 
Tereinigt liegende Gerade ? so daB jeder Punkt der einen zugleich ein 
Punkt der andern ist. 

183. Dreiseitflache. Die Bestinimung der relativen Flache eines 
Yon drei Geraden g v g^ <j\ 



(1) 



begrenzten Dreiecks ist mit Hilfe der vorigen Aufgabe auf den Fall 181 
zuruelrfiihrbar. Bezeichnet man die Schnittpnnkte der Geradenpaare 
fftff*>9*ffi9 9i9z folgeweise mit M 19 M^, J/ 8? ihre Koordinaten mit 
x i ''Mi? x %ly^ x s/fa? so ergibt sich fiir diese mit Hilfe der Unter- 
defcerminanten yon 

'A^G, 

D = \A. 2 B,G,i (2) 

i -"-a -DS ' 3 ' 

zufolge 118, (4) die folgende Darstellung: 

x-%. _ ft 
" ~ 



*>-": *-! 



Mithin ist der relative, von der Ordnung der Geraden und hier- 
mit von dem Umlaufssinn M 1 M^M S abhangige Maclie des Dreiecks: 
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Das Verschwinden der Determinante D zeigt an, dafi die drei 
Geraden (1) durch einen Punkt gehen: denn nur in diesem Falle ist 
die von ihnen umschlossene Flache Null. 

184. Winkel zweier G-eraden. Von dem Winkel zweier 
Geraden kann in bestimmter Weise nur dann gesprochen werden, 
wenn sie gerichtet sind und ihre Reihenfolge festgesetzt ist. Sind 
</ 1? # 2 zwei gerichtete Gerade, g{, y{ die gleich gerichteten Parallel- 
strahlen durch 0, a 17 cc z ihre Richtungswinkel, so soil der Winkel co 
von #! und g 2 definiert werden durch: 



Sind die Geraden nicht gerichtet, und ist ihre Ordnung nicht fest- 
gesetzt,, so bestimmen sie zwei absolute WinkelgroBen, die sich zu 
180 erganzen, und eine davon ist durch den Winkel der positiven 
Normalen gegeben; es ist diejenige, in deren Winkelflache der Ur- 
sprung nicht enthalten ist. Nennt man die Richtungswinkel der Nor- 
malen #1, 2 ; so ist, vom Vorzeichen abgesehen, 

&' ~ &4 &i (2) 

einer der Winkel der Geraden. 

Hat man die Hessescheu Normalgleichungen der Geraden, so 
enthalten sie unmittelbar die Daten zur Berechnung von 

cos CQ' = cos o cos cc{ + sin a* sin #{, (3) 

sin co' = sin a* cos a cos #3 sin ai. (4) 

Sind die Geraden in der allgemeinen Form 

C^Q (5) 

C 2 -0 (6 1 



gegeben, so setze man sie nach der in 175 entwickelten Regel in die 
Hesse sche Normalform um und erhalt dann nach Vorschrift von (3) 
und (4) 

cos CD' - - - 

sgn 0, 



sgn , C, yfr* + B$(A\ + SI) - 

Die beiden Geraden (5), (6) stehen aufeinander serikredit, wenn 
cos co' 0, wenn also 

A, A + B& = 0, (9) 



und sie sind zueinander parallel, wenn sin c/ = 0, d. h. wenn 



270 Analytische Geometrie der Ebene. 4. Die Gerade. 

Fur die Greraden 

30- - 4y - B - 

5* + 120 + 4-0 
ergibt sich beispielsweise 

, 15 48 33 ., 36 + 20 50 

COSQ -_ B . lS - 66 , smco ---- 18 -- S -, 

\vodurcli der Winkel (w 19 w s ) als negative! 1 spitzer Winkel gekenn- 
zeichnet ist; der absoluten GroBe nach bestimmen die Greraden die 
Winkel 59 29' 23" und 120 SO' 37". 
Die Greraden 

2x-3ij-5 = Q 

-4s + 60+7-0 

sind parallel, \veil ihre Gleichungen die Bedingung (10 1 erfullen., und 
die Greraden 

3a? + 4y-2-0 

8# - 6y + 3 = 

stehen anfeinander senkrecht, weil sie der Bedingnng (9) geniigen. 
185. G-eradenbiischel, bestimmt durch zwei G-erade. Zwei 

Grerade g lf g. 2 , die dxirch die Gleicliungen 

ffl - A,x + B,y + 0, = (1) 

^-JL^ + ^ + Gj^O (2) 

gegeben sein mogen ; bestimmen den Geradenbiischel, der ihren Schnitt- 
punkt zum Trager hat. Alle Geraden dieses Biischels sind in der 
Gleichung 

g l - A& - A,x + B,y + C, - l(A^x + B,y + C,) - (3) 

enthalten, in der /I einen willkiirlichen Parameter bedeutet; denn diese 
Gleichung stellt bei angenommenem I eine Gerade g^ dar ; weil sie in 
x, ij vom ersten Grade ist, nnd da sie ferner durch jenes Wertepaar 
a?, y befriedigt wird, das den Gleichungen (1) und (2) zugleich ge- 
niigtj so geht # ; durch den Schnittpunkt von g l und g%. 

Bei der hier eingefiihrten Schreibweise dienen die Buchstaben 
y ly g% zur Bezeichnung der Gleichungspolynome Ax + By + C lf 
A%x+ B^y + C 2; so dafi man die drei Geraden g i9 g z , g } kurz dar- 
stellen kann durch die symbolischen Gleichungen 1 ): 



1) Die abgekiirzte Schreibweise der Gleichuugen ist zu einer wichtigen 
Methode der analytisclien Geometrie geworden; wiewohl in ihren AnfUngen auf 
franzOsische Geometer zuruckgehend , hat sie ihre Ausbildung doch erst durch 
J. Pliicker erhalten. 
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Multipliziert man die erste Gleiehung mit 1, die zweite mit 
A, so geben alle drei zur Summe eine identische Gleiehung. Diese 
Bemerktmg kann dahin verallgemeinert werden, dafi drei Gerade # 1; , 
g, 2 , g$, zu deren Gleichungen sich Multiplikatoren ^ 4 a 2; ji s bestiinmen 
las sen derart ; da6 

+ toff* + 



ist ; durch einen Punkt gehen; denn aus dieser Relation folgt 



somit ist #3 = gleiehbedeutend mit g i + ^ # 2 = oder (j l A <7 2 = O r 

wenn '"- = A gesetzt wird; das heifit aber, dafi # 3 dem Btisehel der 

Geraden g 1} g 2 angehort. 

Aus dem Biischel (3) ~wird eine einzelne Gerade durch Speziali- 
sierung des Parameters A herausgehoben: so ergibt sich mit A = 
die Gerade g l = 0, mit A = oo die Gerade # 2 = ? wie man erkennty 

wenn man (3) yorher auf die Form g r/ 2 = gebracht hat. Ist 

der Biischelgeraden eine Bedingung auferlegt, so bestimmt sich durch 
diese das A. Zwei Falle mogen besonders angefiihrt werden. 

Um jene Gerade des Biischels (3) zu finden, die der Geraden 

A'x + B'y+C' = (4> 

parallel ist, bringe man (3) in die Form 

und wende die Bedingung 184, (10) an; sie lautet 

und ergibt - 4_'B B'A 

so daB ^ B * "" B " 2 

( A'B 2 ~B'A%) (A : x-\-S^y-\- C^ (A / S 1 S f A^) (A %x + J5 2 y + C 2 ) = (5)* 

die Gleiehung der gesuchten Geraden ist. 

SoU diejenige Gerade des Biischels bestimmt werden, die zur 
Geraden (4) senkrecht ist, so hat man in Anwendung der Bedingung: 

(")' A r f A 1 A ^\ _L 7?VP 



woraus 7 BS ,4' 

mithin ist i' 

(^^H-JB'^fJ^+^y+CO^C^A+JB^X^ 
die Gleiehung der verlangten Geraden. 
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186. Teiluagsverhaltnis im G-eradenbiisohel. Die beiden 
Geraden # 1? r/ 2 , Fig. 72, welche das Strahlenbiischel bestimmen, seien 
in der 174: festgesetzten Art gerichtet und 
durcli ihre Hesseschen Nbrinalgleichungen 

Sl = x cos C'.-L + y sin ^ p l = (1) 

y 2 = x cos 6: 2 + y sin # 2 j) 2 = (2; 

gegeben. Sie zeiiegen die Ebene in vier Felder, 
die sich in zweiPaare gegeniiberliegendersondern; 
geht keine der Geraden durcli den Urspnmg, so 
Fig. 72. lassen sich die Paare derarfc voneinander unter- 

scheiden ? daB man das den Urspmng enthaltende als innere WinJcel- 
fliiclie, das andere als tin fare Winlcelflaclie der beiden Geraden bezeichnet. 

Es sei nun - A /ON 

9} -Si- *ff* - ( 3 ) 

eine bestimmte Gerade des Biischels und M(xjy) ein Punkt derselben; 
dann liaben die Ausdriicke # 1; // 2 , mit diesen Koordinaten gebildet, die 
Bedeutung der Abstande <5 1? d 2 des Punktes M von den beiden Grund- 
geraden; fur diese Absfcande besteht somit die Gleichung: 

a x - A* 2 o, 

aus der sich 




ergibt, 

Bei der vorausgesetzten Darstellung der Geraden bedeutet also 
der Parameter I das Ab stands verhaltnis eines beliebigen Punktes der 
r/ ; YOU den beiden Grundgeraden, zugleich das Sinusverhaltnis der 
Winkel, in welche (g 1} g%) durch c/ ? geteilt wird. Man bezeichnet 
dieses letztere Verhaltnis als clas Teilungsuerhaltnis der Geraden # ; in 
bezug auf r/ l7 ^ 2 ; es ist positiv in der inneren Winkelflache, negativ 
in der auBeren, weil im ersten Falle <5 X , d 2 entweder beide positiv 
oder beide negativ sind, wahrend sie im zweiten Falle ungleiche 
Zeichen haben; unabhangig ist das Teilungsverh'altnis von der Reihen- 
folge der Grundgeraden. 

Ffir die Halbierungslinie der inneren Winkelflache ist A = I, fiir 
jene der auBeren Winkelflache = 1 ; hiernach sind 

ft-ft-0 

9i + 9, - v ' 

die Gleichungen dieser Halbierungslinien. 

Sind g\ g" zwei Gerade des Biischels ; so nennt man den Quo- 
tienten ihrer Teilungsverhaltnisse ihr Doppelverhaltnis in bezug auf 
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Dieses Doppelverhaltnis ist positiv, wenn beide Gerade derselben 
Winkelflache angehoren, und negativ, wenn sie in verschiedenen 
Winkelflachen verlaufen; fur das Doppelverhaltnis kommt es auf den 
Sinn der Grundgeraden nicht an. t 

^ Ist das Doppelverhaltnis insbesondere = 1 ? 
so nennt man die Teilung Iiarmoniscli , die Tier 
Geraden g i? cj%, g r , g" harmonische Strahlen. 

Urn zu g' den vierten harmonischen Strahl 
g" zu konstruieren, mache man, Pig. 73 ? einen 
Punkt M Ton g' zum Eckpunkt eines Parallelo- 
gi-amms MN^SN^ dessen Seiten die Richtungen 
vo n ( Jv 9% liaben; dann ist g" parallel der Dia- 
gonale N^N^ denn die Diagonalen eines Parallelogramms teilen dessen 
Winkel in gleichem absoluten Sinusverhaltnis. 

Es bleibt noch festzustellen ; welche Bedeutung dem Parameter ^ 
zukoinmt, wenn man den Geradenbiischel durch die Gleichung 

9i - Mz = ; (7) 
die Grundgeraden aber durch die Gleichungen 

ft - A,x + S lV + Ci - 0, (8) 

8 -0 (9) 




darstellt. 

Setzt man in die Hessesche Normalform um ; so schreibt sich (7): 



_ 
sgn 0, YAl + B\ sga C, VA\ + B\ sgn C, ^A\ + ~B\ 



und es vertritt nun u s ~ n ~---~t~AZtr-z? das fruhere l\ infol^edessen ist 

^ 



187. Beispiele. 1. Ordnet man das Dreiseit g^g^ dessen 
Ecken mit A^ A 2 , A 3 bezeichnet werden mogen ; so an, daB der Ur- 
sprung im Innern der Dreiecksflache liegt, so schreiben sich die 
Halbierungslinien der Innenwinkel in Hessescher Normalform: 

- - 



da die Summe dieser Gleichungen eine Identitat ergibt, so schneiden 
sich die genanuten Halbierungslinien in einem Punkte (Mittelpunkt 
des eingeschriebenen Kreises). 

Czuber, Holiere Mathematik. 18 
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2. Die Halbierungslinien des Innenwinkels bei A l und der AuBen- 
winkel an den beiden andern Ecken sind durch die Gleichungen 



9i + 9 2 - 

dargestellt, deren Summe, nachdem man die dritte mit 1 multi- 
pliziert hat, = ergibt, Es schneiden sieh also die Halbierungs- 
linie eines Innenwinkels und die Halbierangslinien der beiden nicht an- 
liegenden AuBenwinkel in einem Punkte (Mittelpunkte der ange- 
schriebenen Kreise). 

3. Xennt man die Kosinus der inneren Winkel bei A 19 A 2 , A$ 

der Keihe nach c 19 C 9 , ,, so sind ^, c % l die Teilungsverhaltnisse. 

"" c j Cj C.> 

nach welchen die Winkel des Dreiseits durch die Hohen geteilt werden; 
folglich sind die Hohen durch die Gleichungen 




%9i W2 = 

bestinimt; multipliziert man diese mit c ly c 2 , c% und bildet hierauf die 
Surnme, so entsteht = ? womit erwiesen ist, daB sich die Hohen 
in einem Punkt schneiden. 

4. Bezeichnet man die den Eckpunkten A i9 A%, A$ gegeniiber- 
liegenden Seiten mit a l9 a 2 , a sj so gehoren zu den Mittellinien des 

Dreiecks in bezug auf die Winkel die Teilungsverhaltnisse ~, , ; 

3 a x 2 

diese Bemerkung fiihrt zu dem Nachweis, daB sich die drei Mittel- 
linien in einem Punkte schneiden. 

5. In bezug auf die Geraden 

6 a? Sy + 3 = 

3x + y - 5 = 

hat die ihrem Biischel angehorende Gerade 

6x Sy + 3 + 3# + 4y 5 0, 
das Teilungsverhaltnis 



2 



aus dessen Vorzeichen zu erkennen ist, daB sie in der inneren Winkel- 
fliiche liegt. 
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5. Der Kreis 

188. G-leichung des Kreises in rechtwinkligeu Koordi- 
naten. Driickt man die geometrische Tatsache, dafi ein beliebigei 
Punkt ]tf(x/y) des Kreises vorn Mittelpunkt i(a/b) die Entfernung 
r hat, analytiseh aus ? *so ergibt sicli die Grleichung des Kreises. die 
in rationale! Form lautet: 

(x-af + (y-Vf = r\ (1] 
An der entwickelten Form 

x* + if - 2ax 2by + a- -f & 2 >- 2 = (2] 

bemerkt man, wenn man sie mit der allgemeinen Gleiclmny zweiteK 

Grades: ^, + 2Sxy+ c ^ + 2J)x + 2E y + F-Q (3; 

vergleiclit, das Fehlen des Grliedes mit xij und die Gleichheit dei 
Koeffizienten von x~, y~, so da8 man die Kreisgleichung nnter die all- 
gerneme Form ^^ + f} + ^ + ^ + p = Q (4; 

stellen kann. Mit (2) verglichen fuhrt dies zu 



, F , . , 9 
- 26, - a- + V - 



woraus sich 

D 



. 
ergibt. 

Setzt man die Koeffizienten in (4) als reell und A 4 s voraus 
so sind die Koordinaten von & reell und endlicn; ningegen fallt r nui 
dann reell aus, wenn 



tritt das Gleichheitszeiclien in Kraft, so wird r = 0; beiD 2 + E 2 - 
gibt es also keinen reellen Punkt, der der Grleichung (4) geniigt. 

Um eine einheitliche Ausdrucksweise zu nab en ? sagt man untei 
alien Umstanden, die Gleiehung (4) stelle einen Kreis dar ; der reell 
ein Nullkreis oder imaginar sein kann. 

189. G-leichung des Kreises in schiefwinkligen Koordi 
naten. Bezeichnet 6 den Koordinatenwinkel, so erhalt die geometrische 
Grundeigenschaft des Kreises den analytischen Ausdruck 

(x a) 2 + (y &) 2 + 2(ff a)(y - 6) cos 6 - r 2 . (T 

Die entwickelte Form 
x* 4- 2xy cos (9 + / 2 (a + 6 cos0)# 2(& + a cose)2/ 

+ a s + & 2 + 9aZ> cosfl - r 2 - (2; 
18 s5 
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fallt unter den Typus: 



A(x~ -f if} + 2Bccy 
und z^rar 1st 



2Ey + F=(J, \ A > B , 



- = COS 

D 



* ( + & COS 0) 

(b + a cos 6} 




JS? 

i' 
F 
4 : 

aus diesen Gleichungen ergeben sich cos 0, a, I, r als Funktionen der 
Koeffizienten. 

Der bezeichnende Unterschied gegeniiber der Gleichung in recht- 
winkligen Koordinaten ist das Auftreten eines Gliedes mit xy. 

190. * Polargleichung des Kreises. Be- 
zeichnet man die Koordinaten des Mittelpunktes 
SI mit c, y ? den Radius mit a, Fig. 74, so schreibt 
sich die Gleichung des Kreises: 

>* 2 + <? 2cr cos (a? y) = a 2 . (1) 

^ ' XT' / / V y 

Pl - 74 - Geht insbesondere der Kreis durch den Pol ? 

so ist c = a ? nnd die Gleiehung vereinfacht sich dann auf 

nnd dies hat aufier der von cp unabhangigen Wurzel r = noch die 

weitere rt , 

r = 2 a cos (<p y). (2) 

Liegt der Mittelpunkt des Kreises ini 
Pol,, so ist c=Q, und die Kreisgleichung er- 
langt die einfachst mogliche Form r == a 
(157). 

Von der Gleichungsform (2) kann ; um 
ein Beispiel zu geben, bei Losung der 
f olgenden Aufgabe Gebrauch gemacht werden : 
Durch den einen Schnittpunkt zweier 
Kreise k, V, Fig. 75 ; eine Gerade zu fuhren, auf der die beiden 
Kreise gleiche Sehnen abschneiden. Wahlt man namlich als Pol 
und einen beliebigen von auslaufenden Strahl als Polarachse, so 
haben die Kreise Gleichungen der Gestalt 

T = 2 a cos (93 y) ; 
r == 2 a' COS(<JP y'). 
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1st <jp die unbekannte Amplitude der einen Sehne, so ist <p + st die 
Amplitude der andern; man hat also zur Bestimmung yon <p die 

Gleiehung: , N , , . 

a cos ((p y) + a cos (cp y ) = 0, 

die sich umformen lafit in 

(a cos y + a' cos j/) cos <p + (a sin 7 + a' sin /) sin 9 = 0, 

woraus , , 

a cos v 4- a cos y 

tg a? = . ~ I 7 7 -T--S- 
^ a sin y -j- a sin y 

Es sind aber a cos y/ a sin ^, a' cosy /a' sin 7' die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten der Mittelpunkte &, Q' } folglich a cos y + a' cos y/ a sin y 
+ 'sin^ r 4ie Koordinaten der yierten Ecke P des aus 0^, 05^' 
konstruierten Parallelogramms; die gesuchte Grerade stent also senk- 
recnt za OP. 

191. Kreis durch drei Punkte. Die Gleichung des Kreises 
in reehtwinkligen Koordinaten enthalt yier Koeffizienteu, daher, da 
sich einer day on durch Division beseitigen laBt, drei Konstanten. 
Folglich bestimmen im allgemeinen drei Bedingungen einen Kreis. 
Der nachstliegende Fall ist der, ihn durch drei gegebene Punkte zu 
fiihren. 

Sind M i (xji/ i )(i = 1, 2, 3) diese Punkte, so sind die Koeffizienten 
in der Gleichung 

F= (1) 



so zu bestimmen, daB die Gleichungen 
A(x\ + yl] + 2Dx, 
A(xl + yl) + 2Dxs+ 2Hy, + F=0 (2) 

A(xl + 2/1) + 2Dx 3 + 2Ey B + F= 



bestehen konnen. Durch diese Gleichungen sind die Yerhaltnisse yon 
A, D, E, F bestimmt, und dies reicht aus, um die Gleichung (1) her- 
zustellen. Schliefilich kommt es also auf die Elimination der Koeffi- 
zienten zwischen den yier Gleichungen (1), (2) an, und ihr Resultat 
(121) ist die Kreisgleichung: 

I x 2 + ^ x y 1 I 

4 + yl ^ 2/1 1 : _ f3> 

1 4 + yl x> 2 2/ 2 1 ' ' 

i ^1 + 2/1 ^s 2/s 1 ' 

Um sie in die Form ('!) zu bringen, hat man die Determinate 
nach den Elementen der ersten Zeile zu entwickeln; nur wenn dei 
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Koeffizieut von x* + jr icht Xull ist, stellt die Gleichung einen 
eigentlicheu Kreis dar, also nur clano. wenn 



d. h. wenn die drei Punkte JLT, nicht in einer Geraden liegen (181). 
Im andera Falle wird die entwickelte Gleichung vom ersten Grade, 
stellt also eine Gerade dar. Aufier den Punkten dieser Geraden ge- 
niigen ihr nnendlich feme Punkte der Ebene, deren Ort man als un- 
endlicli feme Gerade der Ebene erklart. 

Beispielsweise hat der durch die Punkte ( 2/3\ (1/4), ^O-'O) 
gehende Kreis die Gleichung 

: x* -f f $ y I 

I 1 Q _ 9 Q 1 

: - ^ J - 

1 

seine Parameter sind also a = ^ , & = ~ , r == 

192. Der Kreis und die Gerade. Ein Kreis Jc und eine Ge- 
rade g seien durch die Gleichungen 

A- *. (x - af + (y - 6) s - r 2 - (1) 

r/ = ?/ 2 a; >i == (2) 

gegeben. J ^ - 

Nach deni Satze von Bezout (132) haben eine Gleichung zweiten 
und eine ersten Grades zwei gemeinsame Losungen, die gemeinsamen 
Punkten beider Linien entsprechen. Kreis und Gerade haben also, 
allgeniein gesproehen, zwei Punkte miteinander gemein. Die Natur 
der Losungen und dieser Punkte hangt von den Gleichungskoeffi- 
zienten ab. 

Eliminiert man y, so entsteht die Gleichung: 

(x ay- + (023? + >? &) 2 - >* = 0, 
die nach x geordnet lautet: 

(1 + w*)a? + 2[m(n - &) - a]x + a 2 + (n - 6) 2 - r 2 = 0; 
fiber die Natur ihrer Wurzeln eutscheidet die Diskiiminante (133) 
D - [m(n - V) - aj - (1 + m*)[ar + (n - 6) 2 - r 2 ] 
(1 + w V - (6 - ma - w) 9 ; 

ist D positiv, also 

& ? a n i 

:? 
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so sind die Wurzeln reell und verschieden; hingegen reell und gleich, 
wenn r = | 6 | ? endlich imaginar, wenn r < j d dabei bedeutet (ISO) 
d den Abstand des Kreismittelpunktes von der Geraden. 

In deni mittleren der drei unterschiedenen Falle hat die Gerade 
mit deni Kreise zwei vereinigt liegende Punkte gem em, man sagt dann, 
sie bertiJire oder tangiere den Kreis; die Bedingung daftir drtickt sicn 
also in dem Ansatze aus: 

(1 + w 3 );- 2 *=(b-ma- n}\ (3; 

193. Die unendlich fernen imaginaren Kreispunkte. 1st 

M(x/y) ein Schnittpunkt der Greraden g mit dem Kreise /,, wobei 7 
wie im vorigen Artikel, die beiden Linien durch 

i - ( X - a)-' + (y - 6)* - > - (1) 

cj = y mx ??, = (2) 

gegeben sein sollen, so ist -~^~- = k u der Richtungskoeffizient des nach 

ihm gefiihrten Halbmessers; fiigt man also zu den Gleichungen (1), 
(2) noch die dritte 

a) = (3) 



und eliminiert aus alien drei Gleichungen x a und y fe ? so ent- 
steht eine Gleichung zwischen den Parametern von g und ft und dem 
Richtungskoeffizienten u. Zu ihrer Ableitung bringe man (2) auf 

die Form , f 4 , , A /^^ 

y o -wz (.^ aj + 6 wa ?z = (2* i 

und berechne aus (3) und (2*) 

& ma n -, utl ma ) 

a? a == -- . y o = ---- i : 
wi ft ; r ni ft ' 

die Einsetzung dieser Werte in (l) liefert die erwahnte Gleichung: 



ihre Wurzeln bestimmen die Richtungskoeffizienten der nach den 
Schnittpunkten von g mit k laufenden Kreisradien. 

Nun ist aber (133) 

* 2 ___ (b m a >Q" 
- __ _ 1 - + -, 

das Quadrat der Entfernung des Kreismittelpunktes von g] fuhrt man 
diese GroBe in die vorige Gleichung ein ? so lautet diese: 



_ 
r* 



Wachst ^ ins Unendliche, so konvergiert der Koeffizient von l w 
gegen Null, das absolute Glied gegen 1; folglich bestimmen sich die 



9*0 Analytische Geometrie der Ebene. 5. Der Kreis. 

Riehtiingskoeffizienten derjenigen Radien, die nach den (imaginaren) 
Sehnittpunkten von 7; mit der unendlich femen Geraden der Ebene 
laufen, aus der Grleichung 

^ + 1 = 0, (5) 

sind also selbst imaginar und itndbMngig von den Parametern des 
Kreises. Darin liegt der analytische Grand fur die Aussage, daft alle 
Krelse der Elem durclt zwei feste Purikte, die unendlich femen imagi- 
naren Kreispwikte, gehen. 

194. Tangentenprobleme. Die Differentialrecliniing lost die 
Aufgabe, an eine Kurve in einein ihrer Punkte die Tangente zu legen, 
far alle analytisch dargestellten Linien in einheitlicher Weise; denn 
unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten ist der Richtungs- 
koeffizient der Tangente durch den Differentialquotienten y' von y 
nach sc an der betreffenden Stelle 2I(x { y) bestimmt (56). HeiBen 
also die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Tangente ? ?;, so ist 

ij-y-y'd a?) (i) 

deren Gleichung. 

L T ber die Bestirnmung von y' ist nichts weiter zu bemerken, 
wenn die Gleichung der Kurve in der Gestalt 



gegeben ist oder leicht auf diese Form gebracht werden kann. 
Hat sie hingegen die Gestalt 

f(*,y) - o, (3) 

dann fiihrt folgende Betrachtung zum Ziele. Nimmt man auf der 
Linie neben JJ/ noch einen zweiten Punkt M'(x + Ji ! y + Tt) an ; so 

besteht aucli f . 

f(x + h, y + fc) - 

und somit weiter f 7 . , , A 

/( + *, y + *)-/l^y)-o 

wofiir in erweiterter Form 

f(x + Jt,y + fc) - f(x, y+fy + f(x, y + t) - f(x, y) - 
geschrieben werden kann. Nach. dem Mittelwertsatz 73 ist 

f(x + 1i,ij + i) -/"(a:, y + ft) - lif' x (x + Bli, y + J), < d < 1, 

f(*> y + *) - f(*> y) - *ftO, y + W\ o < e < i, 

wobei /^ ? /y Zeichen fiir die partiellen Ableitungen von f(x,y) nach 
#, bzw. nach 2/ sind (55); infolgedessen verwandelfc sich die obige 
Gleichung nach Division durch h in die folgende: 

f x (x+ eh, y+fy+ffay + e^Oy - 0; 
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indem nun li der Grenze Null zustrebt, wird auch Jc unendlicli klein, 
uncl sind iiberdies f x , f y stetige Funktionen der beiden Arguraente x, y, 
so lautet die letzte Gleichung an der Grenze 

fx (%, li} + ft 0, y) y' = , (4) 

vroraus sich 



ergibt. Durch Einsetzung dieses Ausdruckes in (1) erhalt man nun 
(| - x)f, + (r t - y)f t = (6) 



als Gleichung der Tangente. 

Diese allgemeinen Ergebnisse sollen nun auf den Kreis angewendet 
werden. 

I. An den Kreis 

f(x, y)-(x- a) 2 + (y - Vf - r 2 = (1) 

im Punkte M(x/y) die Tangente zu legen. 
Gegenwartig 1st 

f t -2(x-a), f,-2(y-6), 

folglicli 

(x - a) (g - x) + (y - V)(n - y) = 



die Tangentengleichung. Man kann ihr libersichtlichere Gestalt geben ? 
indern man fur | x : ?; y schreibt | a x a y T] I y b 
und die Multiplikationen ausfulirt; mit Riicksiclit auf fl) ergibt sick 
dann 

(a- _ a )( _ a) + (y 



als Gleichung der Tangente. 

Zur Mittelpunktsgleiehung des Kreises: 

x * + y - r - (3) 

gehort also die Tangentengleichung 



der nach dem Beruhrungspunkte gezogene Radius hat in diesem Falle 
die Gleichung 

2/|- xri = Q, 

woraus nach 184 ; (9) zu erkennen 1st, daB er auf der Tangente senk- 
recht steht. 

Beispiel. An den Kreis (x - 3) 2 + (y - 6) 2 25 in den Punkten, 
in welchen er die ^/-Achse schneidet, die Tangenten zu legen und ihren 
Schnittpunkt zu bestimmen. 
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Diese Puiikte haben a = und die aus (y 6) 2 = 16 resul- 
tierenden Ordinaten j/ A = 10 und y 2 2; die Taugentengleichungen 

sind also: 

_3| + 4, ; _40-0 

-3g-4>; +8-0: 

aus ihnen erhalt man clurch Addition und Subtraktion 

16 t * 

6-- y , ij-b 

als Koordinaten des Schnittpunktes. 
II. An den Kreis 

Jt ^ + j/ 2 - r 2 = (1) 

dureh den Punkt P(^ /y ) Tangenten zu ffihren. 

Bezeichnet 3[(%/y) den noch unbekannten Beriihrungspunkt einer 
solchen Tangente ; so mu8 ihre Gleichung 

# + ^ = > 42 (2) 

dnrch die Koordinaten von P befriedigt werden; man hat also zur 
Bestiuimung von x } y die beiden Gleichungen: 

p - xx a + yy Q - r 2 - 0, (3) 

7; = ^ 2 +?/ 2 -r*-0. (4) 

Die erste stellt eine Gerade p dar, die somit aus dem Kreise 7i 
die Bertilirimgspunkte der moglichen Tangenten aussclmeidet; es konnen 
demnach bei diesem Problem dieselben drei Falle eintreten, die in 192 
unterschieden Trorden sind. Die Gerade j? ? die bei reellen und ver- 
schiedenen Tangenten die T^'lf //--v/"? enthalt, bei reellen vereinigt 
liegenden Tangenten mit diesen selbst zusammenfallt, bei imaginaren 
Tangenten aber an dem Kreise yorbeigeht und in alien Fallen auf 
dem durch P laufenden Durchmesser senkrecht stelit, nennt man die 
Polare des Punktes P in bezug auf den Kreis 7r ? den Punkt P 
ihren Pol. 

Zur EonstritJrfion der BertLkrungspunkte im ersten Falle ergibt 
sich das bekannte Verfanren mittels der folgenden Betrachtung. Die 
Schnittpunkte von i und p genugen auch der Gleichung 

Jk 1? rc s + y 2 a?a? yy 0; 

diese aber stellt einen Kreis dar, dessen Parameter aus der umgeformten 
Gleichung 

' 



unmittelbar abzulesen sind. Der Kreis (5) ist aus der Mitte von OP 
mit der Halfte dieser Strecke als Radius beschrieben. 
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Beispiel. An den Kreis x* + if = 25 durch P( 8 /6) die 
Tangenten zu legen und ihren Winkel zu bestimmen. 

Die Beiithrungspunkte ergeben sich aus dem Gleichungspaar 



Elimination von y fuhrt zu der Gleichung 

x* + x - ^- = 0, 

o __ 

derenWurzeln#= 2:f -^ ]/3sind- aus derersten derbeiden Gleichungen 

_ 
ergeben sich die zugehorigen Werte von y, namlich y = -^-2^3: 

mithin lauten die Gleichungen der beiden Tangenten: 



Der Winkel der aufieren Winkelflache finclet sich niittels 

i 
COSQ = - 9? 

ist also 120, der Winkel der inneren Winkelflache, zugleich der- 
jenigen, die den Kreis entha'lt, betragt daher 60. 
ILL An den Kreis 

j-a^ + ^-^-0 (1) 

sollen schlieBlicli die zur Geraden 

g^n m^^Q , (2) 

parallelen Tangenten gelegt werden. 

Ist ]lf(x/y) der Berukrungspunkt einer solclien Tangente ; 

#6 + y*i ? * 2 

also ihre Gleichung, so erfordert der Parallelismus mit g, daB (184, (10)) 

1 M T 

-_ = -- oder 

y ^ wy + a?-0 (3) 

sei. Es bestimmen sich also die Beriihrungspunkte der gesuchten 
Tangenten aus dem Gleichungspaar (1), (3), dessen zweite Gleichung 
eine Gerade durch den Ursprung darstellt, die zu (2) senkrecht steht. 
Geometriscli ergeben sich also die Bertihrungspunkte als die End- 
punkte des zu g normalen Ki-eisdurchmessers. 

Beispiel. Urn an den Kreis # 2 + y 2 = 36 die gegen die positive 
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.r-Achse unter 30 geneigten Tangenten zu bestirnmen, hat man die 



Gleichungen ^ + 2 



aufzulosen; Elimioation von ?/ ergibt 

a; 2 - 9; 

somit sind # *= 3 und # = T 3]/3 die Koordinaten der beiclen Be- 
riihrungspunkte und 

i- 3- 12 



die Tangentengleiehungen. 

195. Pote&z eines Punktes in bezug- auf einen Kreis. 

Bei der Hesseschen Normalgleichung einer Geraden g($, y) = x cosc^ 
+ ?/sin p = kommt dem Substitutionsresultat g(% Q , j/ ) eine geo- 
metrische Bedeutung zu: sein absolute!* Wert bedeutet den Abstand 
des Punktes P(# /y ) von der Geraden g, und sein Vorzeichen gibt 
AufschluB dariiber ? auf welcher Seite der Geraden der Punkt liegt. 

Wir stellen nun die Frage, welche Bedeutung dem Substitutions- 
resultat t ($ Q9 y ) zukommtj wenn 



*(x,y) - (* - ) 2 + (y - &; a - >* 2 - o (i) 

die Gleichung eines Kreises im rechtwinkligen System ist. 

Da ; mit bezug auf Fig. 76 ; (X Q - a) 2 + (y Z>) 2 P^, 2 , so ist 



- PR'- (2) 

Das fur alle durch P gefuhrten Sekanten gleiche Segnientprodukt 
PR - PR' nennt man die Potent: des Punktes P I'M &m*# auf den Kreis l\ 
Man hat also den Satz: Das Substitutionsresultat 
K#o>2/o) ^deutet die Potenz des Punktes P(x Q ,y ) 
in lezug auf den Kreis k. 

Durch den Kreis wird die Ebene in zwei 
Gebiete geteilt; jenes Gebiet, das den Mittelpunkt 
& enthalt, soil als das innere, das andere als das 
aufiere bezeichnet werden. 

Liegt P im auBeren Gebiet ; wie in der 
Figur, so haben die Streeken PR, PR' gleiche Richtung; ihr 
Produkt ist positiv und gleich dem Quadrat der Tangentenstrecke 
FT. also __ . 

I'C^^-PT 1 . (3) 

Gehort P dem inneren Gebiet an, so sind die Streeken PR, PR' 
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ungleich geriehtet, ilir Produkt ist negativ und an GroBe gleicli dem 
Quadrat der Halfte der kiirzesten durch P gehenden Sehne SS' 9 somit 



Fallt P auf die Grenze beider Gebiete, also auf den Kreis selbst, 
so ist jedesinal das eine Segment Null, folglich 



- (5) 

An dem Substitutionsresultat &(# ?2/o) ist also unmittelbar auch 
zu erkennen, welche allgemeine Lage der Punkt P in bezug auf den 
Kreis hat. 

Die gleichen Erwiigungen und Resultate gelten auch ftir das schief- 
winklige Koordinatensystem. 

Die entwickelte Grleichung (1) lautet: 

k(x,y) = x* + y*- 2 ax 2ly +a*tf- r 2 0; 



so bedeutet hiernach a 2 + & 2 r 2 = fc(0,0) die Potenz des Ursprungs 
in bezug auf A*; bezeichnet man diese mit x ; so schreibt sich. die Kreis- 
gleichung: 



Das Vorzeichen yon % gibt AufschluB dariiber, ob der Ursprung 
innerhalb oder auBerhalb des Kreises liegt; bei x = geht der KJreis 
durch den Ursprung. 

Beispiel. Es ist zu entscheiden ? wie die Punkte A( 3/6), 
J8(6/-7), C(-2/5) und 0(0/0) zu dem Kreise 

liegen. k ( x ^ - x " + * " 8x + ^ ~ 75 = 

Da 

*(3/6)-30, Jc(Q/-r)-. -- 80, i(-2,5)-0, *(0 ; 0)- 75, 

so liegen A aufierhalb, B und innerhalb des Kreises und C auf 
ihm selbst. 

196. Zwei Kreise und ihre Radikalachse. Zwei Kreise 



\(x,y) - of + f- 2a,x - 2b,y + A - (1) 

* a (aj, y) = x* + y*- 2a,x - 2b,y + * 2 - (2) 



haben, da ihre Gleichungen voni zweiten Grade sind, nach dem Satze 
yon Bezout vier gemeinsame Punkte. Zwei davon sind die unendlich 
fernen imaginaren Kreispunkte (193), die ja alien Kreisen der Ebene 
genieinsam sind; es verbleiben somit noch zwei Punkte im Endlichen, 
die wieder, entsprechencl den Moglichkeiten, welche algebraische 
Gleichungen mit rellen Koeffizienten darbieten, reell und verschieden 
oder reell und vereinigt oder imaginar sein konnen. 
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Yfie dem aber auch sei ; iminer geniigen sie auch der Gleichung 

As (By ^ ^ *i(#, /" "" 7l> 2 (^ #) "* ; ( 3 ) 

gehoren also vermoge der im vorigen Artikel erkannten Bedeutung 
yon k(,y) dew. Orte jener Punkte an, die in bezug anf beide Kreise 
dieselbe Potenz liaben. Dieser Ort ist aber ? da die ausgefuhrte Gleichung 
(3"i lautet: 

*(*, W - 2<V/o - ai)x + 2(1, - &,)!/ ~ (^ - i) - O/ (4) 

eiae Gerade, die man als Potensacltse oder Radiftdlaclise der beiden 
Kreise 7^, L bezeichnet. Schneiden sich die Kreise reell, so verbindet 
sie die Schnittpunkte und heiSt dann auch Chordale, well sie die ge- 
meinsanie Sehne beider Ej-eise enthalt: beriihren sie einander, so wird 
die Radikalachse znr gemeinsamen Tangente im Beriihrungspunkte; 
haben die Kreise keine reelleu Punkte miteinander gemein, so er- 
fordert die Radikalachse eine besondere Konstruktion. 

Eine Eigenschaft clerselben ist aus derselben Gleichung (4) un- 
mittelbar zu erkeunen, wenn man sie mit der Gleichung der Yer- 
bindungslinie der Kreismittelpunkte, der Zentrallinie beider Kreise (178): 

(6 g \ \x ( 2 a^y fl^ + a 2 &! = 

yergleicht: "beide Geraden stelien anf einander senkrecht, weil ihre Glei- 
chungen der Bedingung 184, (9) geniigen. 

Aus der Eigenschaft der Radikalachse, in alien ihren Punkten 
gleiche Potenz zu haben bezliglich beider Kreise, geht hervor, daB 
ein auf ihr angenommener Punkt entweder gleichzeitig im Innern oder 
aufierhalb oder auf dem Umfarig beider Kreise liegen muB. Liegt er 
innen, so sind die durch ihn gehenden kiirzesten Sehnen der beiden 
Kreise gleich groB; liegt er auBen, so gehen aus ihm an beide Kreise 
gleich lange Tangentenstrecken, er ist somit Mittelpunkt eines beide 
Kreise orthogonal schneidenden Kreises. 

197. Drei Kreise und ihr Badikalzcutrum. Drei Kreise 
^'i? ^'-2? ^3? deren Gleichungen abgekiirzt 

*i(*,y)-o, (i) 

^(a.yj-O, (2) 

*i(*,y)-o (3) 

geschrieben werden konnen, lassen sich zu den drei Paaren 7t' 2; fc s ; A: 8? 
7^; 7i' n k 2 verbinden, deren jedem eine Radikalachse zukommt; die 
Gleichungen dieser Radikalachsen sind: 

-Bos O> y) = t s (*, y) - * 8 (x, y) = o 
J^iC^y) - hfay) - *i(flf,y) -b 

S 1S (J?, y) - A^ (x, y) - 7; 2 (<c, y} = 0, 



Radikalzentrura. Orthogonal- uncl Diametralkreis. 
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uncl 



2 0, #) ^ 0, 



so schneiden sieh die drei Achsen in einem Punkte. Man hat also 

den Satz: Die drei Radikalachsen, die drei 

Kreise paanceise bestimmen, scltneiden sich 

in einem Punkte, den man das Potenz- oder 

Radikalzentrum der drei Kreise nennt; ihm 

kornmt als wesentlich die Eigensehaft zu ; 

claB er in bezug auf alle drei Kreise die- 

selbe Potenz liat. 

Dieser Satz fuhrt zu der einfachsten 
Konstruktion der Radikalaclise zweier Kreise, 
die sicli nicht reell schneiden. Man nehme einen sie scnneidenden 
Hilfskreis fc ; Fig. 77 ? an; dann sind zwei der Radikalaehsen, somit 






Fig. 78. 



Fig. 79. 



auch das Radikalzentrum F bestimmt; die dritte, das ist eben die ge- 
suchte, gebt dnrcli Fund ist senkrecht zur Zentrallinie & L Q 2 . 

Das Radikalzentrum liegt in bezug auf alle drei Kreise gleichartig. 

Ist es ein Aufienpunkt, so gehen von ihm gleich lange Tangenten- 
strecken aus ? es ist also Mittelpunkt des alle drei Kreise rechtwinklig 
sckaeidenden Kreises 0, Fig. 78, ihres gemeinsamen Orthogonalkreises. 

Ist es ein Innenpunkt ; so ist es zugleicb. Mittelpunkt von drei gleich 
langen Sehnen, also auch Mittelpunkt eines Kreises D, der die drei 
Kreise diametral schneidet und daher ihr gemeinsamer Diametralkreis 
heiBt, Fig. 79. 

Liegt das Radikalzentrum auf den Umfangen, so kann es eben- 
sowohl als Orthogonal- wie als Diametralkreis vom Radius Null an- 
gesehen werden. 

Die Begriffe Radikalachse und Radikalzentrum bleiben aueh dann 
in Greltung, wenn die Kreise in Punktkreise mit dem Radius 
oder in Gerade Kreise mit unendlichem Radius ausarten. Bei 
den beztiglichen Konstruktionen hat man sich folgende zwei Sonder- 
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Fig, SO. 



falle gegenwartig zu halten : Die Radikalachse eines eigentlichen Kreisei 
und eines auf seinem Umfange liegenden Nullkreises ist die zugehorig* 
Tangente. und die Radikalaehse eines eigentlichen Kreises und eine] 
Geraden ist diese selbst. 

Tim demnach die Radikalachse eines Kreises ft und eines Punktes 1 
Fig. 80, zuerhalten, legt man durch P einen ft schneidenden Hilfskreis 

ft ', bestimmt das Radikalzentrum von ft, P, ft 
und ffihrt durch dieses die gesuchte Radikal 
achse E senkrecht zu SI P. Ihr kommt di< 
, Eigenschaft zu, daB jeder Kreis, der auj 
<, einem ihrer Punkte durch P beschriebei 
wird, den Kreis & orthogonal schneidet. 

Die Radikalachse zweier Punkte isi 
ihre Symmetrale, das Radikalzentrum dreie] 
Pankte der Mittelpunkt des durch sie be 
stinimten Kreises. 

Das Radikalzentrum eines eigentlichen Kreises oder eines Null- 
kreises und zweier Geraden ist der Schnittpunkt der letzteren, das 
Radikalzentrum dreier Geraden der Inkreismittelpunkt ihres Dreiecks 

Mit Hilfe dieser Bemerkungen kann bei- 
spielsweise die Aufgabe gelost werden, zu zwei 
Kreisen k 1} ft 2 den Orthogonalkreis zu zeichnen 
der durch einen gegebenen Punkt geht. Dei 
Mittelpunkt des gesuchten Kreises ist das Radi- 
kalzentrum r von 7t 1? 7,- 2 und P. 

Ferner die Aufgabe, zu einem Kreise ft und 
einer Geraden g den Orthogonalkreis zu zeichnen, 
der durch einen gegebenen Punkt P geht. Mittel- 
punkt des gesuchten Kreises ist das Radi- 
kalzentrum T von ft, g, P, Fig. 81. 

198. Kreisbiischel. Wir knupfen an die einleitende Bemerkung 
von. 191 an ; wonach ein Kreis im rechtwinkligen Koordinatensystem 
im allgememen durch drei Bedingungen bestimmt ist. Sind weniger 
als drei Bedingungen vorhanden, so geniigt ihnen nicht ein Kreis, 
sondern ein System von Kreisen. 

Insbesondere bezeichnet man die Gesamtheit der Kreise, die durch 
zwei gegebene Punkte gehen, als einen Kreisbiischel , die gegebenen 
Punkte als dessen GrundpunTcte. Diese Definition ist jedoch nur dann 
geometrisch unmittelbar zu verwenden, wenn die Grundpunkte reel] 
smd und auch da nicht etwa als Endergebnis eines Grenzprozesses 
vereinigt liegen. 

Eine alle Falle umfassende Definition erhalt man, indem man 
die Grundpunkte nicht als solche, sondern als die gemeinsamen 
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bei variablem I die Gesamtbeit aller Kreise darstellt, die durch die 
gemeinsamen Punkte von" Jc und g geben ? und dafi jeder Punkt von g 
in bezug auf jeden dieser Kreise dieselbe Potenz hat wie in bezug 
auf 7j, dafi also </(#, y] = die Radikalachse des Kreisbtischels (3) ist. 
Was dessen Zentrallinie anlangt, so entnimmt man der aus- 
gescliriebenen Gleichung (3): 

# 2 + f - (2 - lm)x - (26 + fyy + x + In = 
die Koordinaten des Mittelpunbtes von ; : 

5. AW 

*- 



durch Elimination von JL ergibt sich daraus als Ort der Mittelpunkte 

g-a + i(fl-6)-0, 

also eine Gerade, die durch den Mittelpunkt fl von 7j geht und auf g 
senkrecht steht. 

III. Man hat drei Alien von Kreisbuscheln zu nnterscheiden : 
1. Biischel niit reellen und getrennten Grundpunkten; 2. solche mit 
reellen und vereinigten Grundpunkten; 3. Biischel mit iniaginaren 
Grundpunkten. Ein Kreisbiischel kann als gegeben betrachtet werden 
durch einen seiner Kreise, Jc, und die Eadikalachse JR; im Falle 1. wird 
ft von E geschnitten, im Falle 2. beruhrt, im 
Falle 3. haben Jc und It keinen eigentlichen 
Punkt gemein. Die Zenti*allinie geht in alien 
Fallen durch & senkrecht zu B. 

Durch einen Punkt Jf ? der weder k noch 
E angehoren soil, geht ein und nur ein Kreis 
des Btischels. tlber seine Konstruktion in 
den Fallen 1. und 2. braucht nichts be- 
merkt zu werden; im Falle (3) fuhrt dazu 
folgende Erwagung. Der aus dem Schnitt- 
punkte A der Zentrallinie c mit R, Fig. 82 ; 
beschriebene Orthogonalkreis zu A 1 ist 

Orthogonalkreis zu alien Kreisen des Biischels; somit konnen 
diese Kjreise defmiert werden als solche, die und G orthogonal 
schneiden; die Aufgabe*, den Blischelkreis durch M zu bestimmen ; 
kommt also darauf hinaus, den durch M gehenden Orthogonalkreis 
zu "k und c zu bestimmen; diese Aufgabe ist aber am Schlusse von 
197 gelost worden. 

Die Schnittpunkte G 19 G 2 von mit c y als Nullkreise aufgefafit^ 
erfiillen die Forderung, und c orthogonal zu schneiden, gehoren 
also dem Buschel an und heifien seine Orenqpwrikte. Jeder durch sie 
gelegte Kreis Jc hat seinen Mittelpunkt in E und ist somit Orthogonal- 
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kreis zu alien Kreisen des Buschels (7i ; Jt) ; weil er Ortliogonalkreis 
zu G 1} Gr 2 ist. Es entstehen solcher Art zwei Kreisbiischel, die in 
folgender Beziehung zueinander stehen: das Buschel der Kreise I' mit 
der Zentrallinie c, der Radikalachse E and den Gra?#pimkten G 1} G%, 
und das Buschel der Kreise f mit der Zentrallinie B, der Radikal- 
achse C und den Gr?M/punkten G ly G* verhalten sicli so, daB jeder 
Kreis des einen Btischels alle Kreise des andern orthogonal schneidet. 
Man nennt Kreisbuschel, die einander in dieser Weise zugeordnet 
sind ; konjugierte KreisMschel. 

199. Pol und Polare. Zu dieser Begriffsverbindung hatte das 
Problem AnlaB gegeben, durch einen Punkt P(# /# ) Tangenten an 
einen Kreis 

*(0, y) - (x - ay + (y - 6) 2 - ^ - (1) 

zu legen (194 ; II). Driickt man die Forderung aus ? die Tangente 
in einem noch unbestimmten Kreispunkte ]H(x/y): 

(x - a) (S - a) + (y - 6) (^ - &) - r 2 = 

habe durch P zu gehen, so ergibt sich zur Bestimmung von M 
nebst (1) noch die Gleichung: 

(*-a)(* -a) + (2/-&)G/ -&)-r> = 0, (2) 

die, weil vom ersten Grade in x, y f eine Gerade vorstellt, die man 
als Polare des Punktes P in bezug auf den Kreis & bezeichnet. 

In entwickelter Form" lauten die Gleichungen (1) und (2), wenn 
man von der Abkiirzung a 2 + 6 a r 2 = % Gebrauch macht: 

Ts(x 9 y)*=x*+ y 2 %ax - 2by + x === 0, (1*) 

p(x, y) = x x + y Q y - a(x + rr ) - b(y + y ) + ^ - 0. (2*) 

Wir bringen nun mit dem System dieser 
zwei Linien den Geradenbtischel mit dem 
Trager P in Verbindung, dessen parametrische 
Gleichungen lauten: 




Substituiert man (3) in (1*), so ergibt 
sich die in bezug auf s quadratische Gleichung ^ 8S - 

s 2 2[(a a? ) cos cc + (6 - y ) sin a] 5 + fc(rr 0; y ) = 0; 

ihre Wurzeln $', 5" bestimmen die Abstande der Schnittpunkte M 7 M^ f 
des Strahls (a) mit dem Kreise J, vom Punkte P aus gemessen, 
Fig. 83; es bestehen also zwischen diesen Abstanden die Relationen: 

s' + s " = 2[(a a? ) cos a + (6 y ) sin a], 5 r 5" ft(a: , j/ ). (4) 

19* 
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Substituiert man (3) in (2*) ; so ergibt sich die in bezug auf s 
lineare Gleichung: 

[(X Q - a) cos a + (y 6) sin a] s + k(x Q , y ) = 0, (5) 

deren Wurzel den Abstand des Sehnittpunktes Q des namlichen Strahls 
rait der Polare p bedeutei 

Aus (4) und (5) folgt die von cc unabhaoigige Beziehung: 

s( s ' + s") - 2/5", 

in der man die charakteristische Streckenrelation eines Systems har- 
monischer Punkte erkennt (179, (4)). 

Dies gibt den Satz: Die SchniUpunkte der von einem Punkte P 
ausgehenden Stralilen mit dem Kreis ~k tverden durcli die zugeordnete 
Polare p von dem Punkte P harmonisch getrennt. 

Auf dieser Grundlage laBt sicli die Polare eines im Innern des 
Kreises gelegenen Punktes P konstruieren; man fiihrt durch P eine 
beliebige Grerade ; bestimmt den harmonischen Punkt Q zu P in bezug 
auf die Schnittpunkte der Greraden mit dem Kreise; dann ist die durcli 
Q zu &P gefiihiie Senkreclite die Polare. 

6. Die Linien zweiter Ordmmg, 

20O. Die allgemeine G-leichung zweiten Grades. Die 

allgemeine Gleichung zweiten Grades in den Parallelkoordinaten x, y 
umfafit sechs Grlieder: drei vom zweiten, zwei vorn ersten, eines vom 
nullten Grade; sie lautet: 

f(x, n) == Ax- + -2Bxy + Cy* + 2Dx + 2Eij + F=Q. (1) 

Alle Grebilde, die durch eine in dieser allgemeinen Form ent- 
haltece Gleichung dargestellt sind, nennt man ; ,Linien zweiter Ordnung." 

Die Koeffizienten A, B, . . . F werden als reelle Zahlen voraus- 
gesetzt. Da einer von ihnen durch Division auf 1 reduziert werden 
kann, so enthalt die Gleichung fiinf Konstanten. Dies hat zur Folge ; 
daB eine Linie zweiter Ordnung im allgemeinen durch ftinf Bedin- 
gungen bestimmt ist. 

Jede in Form einer Gleichung ausgedriickte Beziehung zwischen 
den .Koeffizienten vennindert die Anzahl der Konstanten urn eins. 
Insbesondere ftihren bei rechtwinkligen Koordinaten die Beziehungen 

A - C, 5 = 

zur allgemeinen Gleichung des Kreises (188) ? die nur noch drei 
Konstante enthalt. 

Zu einer geometrischen Grundeigenschaft der Linien zweiter Ord- 
nung fiihrt die Verbindung der Gleichung (1) mit der Gleichung 

g(x, y) = ax + l)y + c=*Q (2) 
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einer Geraden. Nach dem Satze yon Bezout (132) haben die Glei- 
chungen (1) und (2) allgemein gesprochen zwei Losungen. Jedv 
lAnie zweiter Ordnung wird also von jeder Geraden Hirer Ebem in met 
Pwikten gescliniUen, wobei imaginare und unendlich feme Punkte 
ebenso gezahlt werden wie eigentliche Punkte. 

Die Diskussion der Gleichung (1) lauft auf die Erforschung der 
Abhangigkeit des y yon x hinaus; diese Untersuehung gestaltet sick 
yersehieden, je nachdem die Gleichung in bezug auf y quadratiscli oder 
Yom ersten Grade ist, d. h. je nachdem C'4=0 oder C = ist. Der 
Fall, dafi die Gleichung y iiberhaupt nicht enthalt (B 0, C 0, 
E=Q], lafit sich unmittelbar erledigen: sie stellt dann zwei zur 
z/-Achse parallele Gerade vor, die getrennt oder vereinigt sind ? je nach- 
dem D 2 -^ljP>0 1 ) oder D 2 -^=0 2 ) ist; bei D 2 - AF < 
wird ihr durch keinen reellen Punkt geniigt. 

201. Erster Hauptfall: C 4= O. Naeh y geordnet schreibt 
sich die Gleichung (1): 

Cf + 2(Bx + E)y + Ax 2 + 2Dx + F = 
und gibt fur y die explizite Darstellung: 

__ (Bx + " 

y _ ._. - 

der mit den Abkiirzungen: 



P fJL\ 

die Form: ~ - ~- ,....,- .r W 



gegeben werden kann. Hiernach erscheint y als Summe und Differenz von 

1? = ^-Q- ~ (6) 

und 



(6) aber stellt unter alien Umstanden eine im Bndlictien liegende 
Gerade dar; in be/Aig auf diese ist also wegen des oben angefiihrten 
Sachverhaltes das Gebilde symmetrise!*,, wobei die Ordinatenacltse die 
Richtung der Symmetric anzeigt. Diese Gerade soil im folgenden 
konsequent mit d bezeichnet werden. 

1) Bei JL = wird die eine Gerade uneigentlicla, indem sie ins Unendliehe. 
ruckt. 

2) Bei A 0, D == werden beide Gerade nneigentlich, indem sie ins Un- 
endliehe riicken. 
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Das weitere Yerhalten von y hangt von Y und dieses wiederum 
von der im allgemeinen quadratischen Funktion 

X- Jtf0 s H-2Jfa+P (4) 

ab. Hierbei sind die Falle If +- und M = wesentlich zu unter- 
seheiden. 

Wenn Jf + stf, so kann X umgesetzt werden in 



was sich durch die Substitution 

* + J-6 (8) 

und die Abkiirzung 

X* -,MP = 4 (9) 

welter vereinfacht zu 

- (10) 



Die Substitution (8) bedeutet eine Translation des Koordinaten- 
sy stems parallel zur Abszissenachse urn die Strecke -g. (168) ; und 

die Gleichung (lOj zeigt, dafi nun auch in bezug auf die neue 
Ordinatenachse Symnietrie stattfindet, wobei die Grerade d die Syminetrie- 
richfcung bezeichnet. 

Es kann nun X folgeride Verhaltungsweisen zeigen: 

I. 1st Jtt"<0 und a)^/>0, so ist X eine Differenz, die ihren 



grQBten Wert -^ erlaugt, wenn der variable Subtrahent verschwindet, 
also bei | = 0; ferner hat X die beiden reellen Nullstellen 



zwischen denen es positiv, aufierhalb deren Intervall es negativ ist. 

Bei b) 4 < ist X die Summe zwei negativer GrroBen, bleibt 
bestandig negativ nnd T imagin'ar. 

Schliefilich, wenn c) z/ == 0, reduziert sich X auf ein negatives 
Glied ; das fur = verschwindet; infolgedessen ist Y imaginar bis 
auf die Stelle = ; an der es = ist. 

II. Ist Jf>0 und a) 4>Q, so erscheint X als Differenz mit 
einem variablen Minuend, hat die reellen Nullstellen 



zwischen denen es negativ ist ; wahrend es auBerhalb ihres Intervalls 
positiv bleibt. 

Wenn b) z/<0 ; wird X eine Summe von zwei positiven GrroBen ; 
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die ihren. kleinsten Wert ^ anniruint, wenn der variable Summand 

verschwindet, d. i. bei | = O, im iibrigen ist, da X positiv bleibt, 
Y durchaus reell. 

1st endlich c) ^/ = 0, so reduziert sicb X auf das positive Glied 

M 2 , Y auf das durchwegs reelle | - 

III. Wenn M = 0, hingegen j>T + 0, so lafit sich X auf die Form 



bringen und ist a) bei A r >0 so lange positiv, Y so lange reell, als 

p 
x ^ jjf 5 hingegen b) bei N< so lange positiv, Y so lange reell, 

1 ^ p 
ais x ^ g^- 

Bleibt noch. der Fall c) JV = iibrig, in welchem sich X auf 
das absolute Glied P reduziert, Y somit konstant und reell ist, wenn 
P^>0, imaginar, wenn P < 0. 

Es handelt sich jetzt darum, diese algebraischen Resultate ins 
Geonietrische zu tibertragen; dabei moge die obige Reihenfolge der 
Falle beibehalten werden. 

FaUI. 

I a ): M< 0, 4>Q. Die Puakte, welche der Gleichung f(x, y) 
unter diesen Vorauysetzungen gentigen, sind symmetrisch znr Geraden. d: 



in der Richtung OF und symmetrisch zur Geraden d': 



in der Richtung d angeordnet und eingeschlossen einerseits von den 
Geraden ATJ-I/^ T 



parallel zu d', andererseits von den Ge- 
raden 

(14) 



parallel zu d, Fig. 84. Die darge- 
stellte Linie ist somit zentralsymme- ^ 
trisch in bezug auf den Schnittpunkt ol ; 

_ / N\BN EM\ ^^^ , ,-^ ' 

Fig. 84. 




der ihren Mittelpurikt bildet. Sie heifit Ellipse. 

P): M. < 0, 4 < 0. Bei diesem Verhalten der Eoeffizienten gibi 
es keinen reellen Punkt, der der Gleiehung /(#, y) = genugt. 
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I c ): 31 < 0, 4 0. In diesem Falle ist 



dies hat, was das Auftreten Ton x, y anlangt, die Form der Gleichungen 
zweier Geraden; wegen des imaginaren Koeffizienten ]/ M aber spricht 
man von imaginaren Geraden; nichtsdestoweniger kann von einem 
reellen Schnittpunkt derselben: 



__ ^ 

x ~~ M 3 ~ CM 

gesprochen werden, und dieser ist der einzige reelle Punkt iiberhaupt 
welcber der Gleichung f(x, y) geniigt. 

Um fur diese drei diirch das gemeinsame Merkmal M < ge- 
kennzeichneten Falle auch erne einheitlicLe Ausdrucksweise zu habeii, 
kann man bei b) von einer imaginaren, bei c) von einer punktformigen 
Ellipse sprechen und I. als den Fall der Ellipse bezeichnen. 

Fall II. 

II a ): M > 0, ^/ > 0. Die Symmetrieverhaltnisse in bezug auf 
die Geraden d, d', Gleich. (11) nnd (12), besteben fort; der Schnitt- 
punkt fi der letzteren ist Mittelpunkt des Gebildes; reelle Punkte aber 
liegen nur auBerlialb des von den Geraden (13) begrenzten Streifens. 



wachst mit | g | fiber alle Grenzen ; und es ist bestandig 
Y A 




aber der Unterschied 



wird mit wachsendem | | beliebig klein; 
das Gebilde nahert sich. also unaufhor- 
lich. und unbegrenzt den beiden Ge- 
^g- 35. raden a, a/: 



r __ I ~ i *' 
~~r>~ \ *" "t" "T? 



VL 'I JL. Q to r 

die man als Asymptoten der Linie bezeichnet; die Linie selbst heifit 
Hyperbel; Fig. 85. 

Aus den Gleichungen der Asymptoten ersieht man unrnittelbar, 
dafi sie sich in dem Punkte mit den Koordinaten 



BN EM 

CM ~ > 
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d. i. im Mittelpunkte ^ schneiden, und daB sie symmetriseh zu den 

Geraden d } d r in demselben Sinne angeordnet sind wie das Gebilde selbst. 

IP): Jf>0, d < 0. Symmetrieverhaltnisse und Mittelpunkt .Q 

bleiben aufreeht; reelle Punkte liegen abev nur aufierhalb des von 

den Geraden (14) begrenzten Streifens. "J/X = j/ JLT| 2 -^ wachst 

rnit ||| ins Unendliche; jetzt ist aber Y* 

bestandig 



und der Unterschied 




wird mit wachsendem | j beliebig ' '^' 

klein. Die Geraden (15) sind auch 

jetzt Asymptoten der Linie, haben aber gegen diese eine andere Lage 

als im Falle IP) (Fig. 86). Die Linie ist eine Hyperbel in andeiei 

Lage gegen das Koordinatensystem. 

IP): M> 0, 4 = 0. Nunmehr ist X = 3f | 2 , folglich yx = ll/lT 

und __ 

SV-Zlf Bx + E ~\Mf , A 7 \ 

y = n ~Q = Q - Q ~ \x T -j j 7 

d. h. die Linie f(x 9 y) = zerfallt, wenn die Koeffizienten diese 
Bedingungen erfullen, in zwei sich schneidende Gerade. Es sind, was 
den Bau der Gleichungen betrifffc, dieselben Geraden, die in den Faller 
IP) und IP), wo ^/H= war, als Asymptoten aufgetreten sind. 

"Urn eine einheitliche Ausdrucksweise zu haben, kann man die 
beiden Geraden des Falles IP) als eine zerfaKlene Hyperlel bezeich- 
nen und demgemafi den Fall II als Fall der Hyperbel erklaren. 



Fall HI. 

In diesem Falle bleibt nur die Symmetric in bezug auf di* 
Gerade d bestehen. Im tibrigen findet folgendes statt. 

IIP): M 0, N> 0. Y hat von x = - ^ angefangen reelle 
Werte, die niit wachsendem x dem Betrage nach bestandig und iibei 
jede Grenze hinaus wachsen, Fig. 81. 

Die zugehorige Linie ftihrt den Namen Parabel. 

jjlb). jf o, ^< 0. T hat nur bis x -^ reelle Werte, 
die mit wachsendem J x ! bestandig und fiber jeden Betrag zuiiehmen 



298 Analytische Geometric der Ebene. 6. Die Linien zweiter Ordnung. 

Die zugehorige Linie ist eine Parabel in anderer Lage gegen das 
Koordinatensystem, die als der frtiheren entgegengesetzt bezeichnet 
werden kann, Fig. 88. 





Of! 

Fig. 87 Fig. 

IIP): JI=0 ; A T =0. In diesem Falle wird 

und dies stellt, zunachst wenigstens vermoge seiner Form, zwei parallele 
Gerade dar; wirkliche Grerade sind es aber nur dann ; wenn P > oder 
P = ? unter der ersten Voraussetzung getrennt, unter der andern 
vereinigt- bei P<0 kann von imaginaren parallelen Greraden ge- 
sprochen werden. 

Um auch hier eine einheitliche Ausdrucksweise zu haben, fafit 
man die unter IIP) aufgezahlten Gebilde als serfallene Parabeln auf 
und nennt sonach den Fall III den Fall der Parabel. 

202. Zweiter Hauptfall: (7=0. Die nach y geordnete Glei- 
ehung (1) lautet nun: 

2 (Bx + E)y + Ax* +2Dx + F=Q. (16) 

Das Trinom As? + 2 Dx + F ist entweder teilbar durch das Binom 
Bx + E } oder es ist nicht teilbar. Darnach sind zwei Falle zu unter- 
scheiden. 

IV*) Ist Bx + E nicht Teiler von Ax 2 + 2D% + F, so bleibt 
bei der Division ein konstanter Rest tibrig, und es kann das Trinom 
auf die Form 

Ax- + 2 Dx + F 2(Bx + J?) (mx + n) - E 

gebracht werden; dann folgt aus (16): 

(17) 



y erscheint also als Summe von 

i/l = mx + n (18) 

und 

(19) 
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Die Gleichung (18) stellt eine Gerade a dar, Fig. 89 ? und das 

7? 

zu ihrer Ordinate hinzutretende Y liat das Vorzeichen von ^ , so 

~E 
lange x > ~ ; das entgegengesetzte, so 

E V 

lange x < -g- , wird bei lim x = ^ 

unendlich mit dera eben unterschiedenen Vor- 
zeichen ? 1st dem Betrage nach gleich fur 

| T^T 

gleich e Werte von x + -g- 1 und konvergiert 

7T ' 

gegen Null, wenn . x + -= unaufhorlich 
wachst. Die Linie ist eine Hyperbel mit den Asyniptoten a : y = 
m& + n und a': # = = ; und mit dem Mittelpunkt -g- -""" -, 
Fig. 89. 

IV b ) Ist Sx + E Teiler von Ax*+ '2Dx + F, so kann dieses 
Trinom auf die Form 

4a 2 + 2D^ + JF - 2(^0; + E) (wa? + M) 
gebracht werden; die Gleichung (16) schreibt sich dann 

(Bx + 
und zerfallt in die beiden: 




von denen jede eine Grerade darstellt. Im Sinne einer vorhin ein- 
geftihrten Redeweise hat man es also mit einer zerfallenen Hyperbel 
zu tun. 

V. Ist neben (7=0 auch J5 0, so laBt sich der Grleichung (16) 

die Gestalt 

y=*aa?+21>x + c (20) 

geben, wofiir weiter a 



geschrieben werden kann. Mit Hilfe der Substitution ^ + -- = | er- 

kennt man, dafi das betreffende Gebilde beziiglich der Geraden a;== -- 

symmetrisch ist in der Richtung der #-Achse; y wachst mit zu- 
nehmendem 1 1 1 tiber alle Grenzen. Man hat es mit einer Parabel in 
einer dritten Lage zu tun. 

203. Degenerierte Linien zweiter Ordnung. Die vor- 
stehende Untersuchung ergab, dafi die Gleichung zweiten Grades auBer 
Kreis, Ellipse, Hyperbel und Parabel auch zwei Gerade darstellen kann, 
die entweder reell und getrennt oder reell und zu einer vereint odei 
imaginar sein konnen, in welch letzterem Falle sie einen reellen Punki 
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gemein haben als das einzige reelle Gebilde, das der Gleichung geniigt. 
Man unterscheidet demgernaB zwischen eigentlichen und degenerierten 
Linien zweiter Ordnung. 

Die Bedingungen, nnter welchen Linien der letzteren Art auftreten, 
sind im ersten Hauptfalle, (74=0: 

I c ): M<0, 4 = 
IP): J>0, ^-0 
HP): af-0, JV-0: 
mit Rticksieht darauf, daB ^ = JV 2 3/P, 1st die Bedingung 

-J - (21) 

alien drei Fallen gemeinsam; im zweiten Hauptfalle ; 0=0: 

IV b ): Teilbarkeit yon Ax* + 2Da; + .F durch 5^ + JE. 
Diese Teilbarkeit ftihrte zu dem Ansatze: 

Ax* + 2Dx + F - 2(JB^ + JS?) 
der bei beliebigem 5? nur dann besteht ? wenn 

+ J. - 
+ J?n + D - 



und die notwendige Bedingung fur die Koexistenz dieser Gleichungen 
lautet(121 ? ni): ^ Q ^ 

J? I) -0, 
2J5 J 7 

ausffefiihii: 

AE*~+B*F-2DE=Q. (22) 

Diese Bedingung ist aber in der vorigen, (21), enthalten. Es 
ist namlich 

*- CF) 



und da im ersten Hauptfalle C 4 s ; so ist Her die Bedingung fur 
den Zeriall: 

AE* -r ffF + CD* - A OF - 2BD E - , (23) 

und dies geht tatsachlich in dem zweiten Hauptfalle, wo C = 0, in 
(22) iiber. 

Man kann sich umgekehrt die Frage vorlegen, unter welcher 
Bedingung die allgemeine Grleichung (1) ; f(x, y) = 0, zwei Gerade 
darstellt; notwendig und ausreichend hierfGr ist, daB sich die quadra- 
tische Funktion f(x, y) in zwei lineare Faktoren 

g =ax + fiy + y 
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init reellen oder imaginaren Koeffizienten zerlegen lasse, da8 also 



sei. Daraus ergeben sich durch. partielle Differentiation naeli x und y 
die ebenfalls identischen Gleichungen: 

2 Ax + 2 By + 2D = ag' + a'g 



bringt man aber f(x, y) einerseits und gg' auderseits in die Grestalt: 
f(x, y} = (Ax + By + D)x + (Bx + Cy + E)y + Dx + Ey + F 
gg' = (ax + fty)g' + (cc'x + 'ij)g + yg' + y'g, 



so ergibt sich daraus und aus (24) mittels eines einfachen Schlusses, 
daB auch identiscb 



sein mtisse. 

Da nun ^ = und g f = unter alien Umstanden einen reellen 
Punkt, sei es im Endlichen oder Unendliclien, geraein haben, so existiert 
ein Wertepaar x, y, das die drei Grleichungen 

Ax + By + D - 
Bx + Cy + E 
Dx + Ey-4-F^O 

zugleich befriedigt, was aber nur dann geschehen kann, wenn 1 121 ? III ) 

,-4 S D 

B C JSJJ-O (25) 

D E F 

ist. Die Entwicklung dieser Determinante stimmt aber ; yorn Vor- 
zeiciien abgesehen, mit der linken Seite von (23) liberein. 

Man nennt die Determinante in (25), deren Verscliwinden also 
den Zerfall der Linie anzeigt, die Diskriminante der Grleichung (1). 

204. Beispiele. Es sollen nun die vorstehenden Kriterien auf 
erne Reihe yon speziellen GUeichungen zur Anwendung gebracht werden. 

1. In der Gleichung x* 2xy + 4:y*- 6x + 4y + 3 = Q ist: 



-1, C-4, Z)--3 ; JB-2, 
M -- 3, JT-10, P--8; 



man hat es mit dem Fall I a ) zu tun, die Grleickung stellt eine wirk- 
liche Ellipse dar. 
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2. Zu der Gleichung x 2 2#2/ + 4j/ 2 6# + 4H- 10 = getoren 
dieZahlen: ^^ ^^ p __ 86 . 



es findet der Fall P) einer irnaginaren Ellipse statt. 

3. Bei x- %xy + 4# 2 &x + 4y + 2 | = hat man 

TIT a V 1 A ~p 100 . 

j^ 3, ^ 1U, ^ = 3 - 7 

die Bedingungen des Falles I c ) sind erfiillt ; re - 1 !, y = 
einzige reelle Punkt, welcher der Gleichung gendgt. 



4. 2^ 2 + 4^ + ^/ 2 2^~42/+ 1 =0; Jf=2, JT -- 3 ? 
3; Fall IP) der Hyperbel in der ersten Lage. 



5. 2a s 

1 - ? Fall IP) der Hyperbel in der zweiten Lage. 



6. 2^ 

A 0; Fall II C J der in zwei Grerade zerfallenen Hyperbel; diese 6e- 
raden sind: 



2/ 2 --4#-S#-2 = 0; Jf-0, JT-10, P=18; 
Fall IH a ) der Parabel in der ersten Lage; die reellen Punkte be- 
ginnen bei x = a 9 . 



8. 4^ 2 - 4xy + r - 4^ + Sy- 2 -0, JT-0, JV -- 6, P= 18; 
Fall IIP), Parabel in der zweiten Lage, die reellen Punkte reichen 
bis x = . 



9. 4^-4^ + 2/ 2 ~-4^ + 22/~2 = 0; 31=0, A 7 =0, P-3; 
Fall IIP), eine in zwei parallele Gerade zerfallene Parabel, iind 
zwar sind 

y = %x\y?> 
diese Geraden. 

10. Die Gleichung Sxy x*r2ij 6==0 faUt unter den Ty- 
pus IV a ) und stellt eine Hyperbel dar, deren Asymptoten y = |, 
f sind; der recite Ast liegt- oberhalb der ersten Asymptote. 



11. $x*-ix-2y + l=Q fallt nnter den Typus V und zeigt ; 
auf die Form 
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gebracht, daB die Parabel symmetrisch ist in bezug auf die Gerade 
x = ^, wobei die #-Achse die Richtung der Symmetrie angibt ; und 
daB die reellen Punkte auf und uber der Geraden y \ liegen. 

205. Translation des Koordinatensystems. Die folgenden 
Untersuchungen werden es haufig notwendig machen, zu einem pa- 
rallelen und gleichgerichteten Koordinaten system uberzugehen. Sind 
g/ij die Koordinaten des neuen Ursprungs, x '/y' die neuen Koordinaten 
des Punktes x/y, so gelten die Transformation sgleichungen (168): 

x=*x' + %, y = ij' + y, 

durch deren Anwendung sicli die Gleichung (1) verwandelt in: 
f(x' + 6, y + 17) - A*'* + ZBx'y' + Cy'* + 2U6 + B>] + D)a?' 

+ 2(B + Crj+ E}y' + f(t,if) = 0; 

dies kann noch kurzer dargestellt werden, wenn man beachtet, dafi au 

f(t,if) - A? + 2B|r, + C^ + 2D| + 2^ + F 
durcii partielle Differentiation nach | und 7; erhalten wird: 

/ 6 '(,ij) -2(^6 + ^ + 7)) 



die transformierte Gleicliung lautet dann endgiltig: 
Ax'* + ZBx'y' + Cy'* + /'j(6, izX + /?(6,fl)y' + /"(l^/) = 0. (1* 

Hieran ist als bemerkenswert hervorzuheben: 1. daB die Koeffi 
zienten der quadratischen Grlieder gegentiber der Transformation in 
variant sind- 2. daB das absolute Glied in das Substitutionsresultat de 
Koordinaten | ; ^ in die linke Seite der ursprunglicben Gleichunj 
ubergelit, somit yerscbwindet, wenn der neue Ursprung auf der Lini< 
selbst liegt. 

206. Mittelpunkt. Bei dem Kreise ; der Ellipse und Hyperbe 
hat die Untersuchung zentrale Syinmetrie, also das Vorliandenseii 
eines Mittelpunktes ergeben. Die Frage seiner Bestimmung soil nui 
selbstandig auf Grund der allgemeinen Gleichung 

/(a?, y) - As? + 2Bxy+ Cf + 2Dx + 2Ey + F=Q (1 

gelost werden. 

Wir gehen dabei von dem Gedanken aus, daB der Ursprung dam 
aber auch nur dann Mittelpunkt, also Zentrum der Symmetrie de 
Gebildes (1) ist, wenn die Gleichung bloB Glieder zweiten Grade 
enthalt; denn nur dann wird sie, wenn durch xjy befriedigt, aucl 
durch xl y erfullt; Bedingung fur die erwahnte Anordnung is 
also das Fehlen der Glieder ersten Grades, d. h. 

D = J0-0. 
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1st tf /3/ der Mittelpunkt, so niuB die nach ihra transforinierte 
Gleiehung 



diese Beschatfenheit haben, es muB also 

.(, y )-0 - 

/;>o,</o) = 

sein: rait andern Worten, die Koordinaten des Mittelpunktes, falls ein 
soldier vorhanclen, geniigen den Gleichungen 



Ax, 



Jede dieser Grleiclmngen stellt bei variabel gedachten x^ } y$ eine 
Gerade dar ? die Aufgabe der Bestimmung von x Q /y Q kommt also geo- 
metrisch auf die Bestimraung der gemeinsamen Pankte zweier Geraden 
hinaus', die in 182 hieriiber angestellte Untersucliung hat zu folgenden 
Ergebnissen gefub-t. 

Es existiert ein und nur ein bestimmter Punkt im Endliclien ; 
der den Gleichungsn (3) geniigt, wenn 



ist, also in den Fallen I ? II (Ellipse, Hyperbel). 

Die Gleichungen ('3) besfcimmen einen unendlich fernen Punkt, 
wenn M und eine der Zahlerdeterminanten nicht verschwindet. 1st 
beispielsweise 

B D 



so erkennt nian 7 daB verinoge M = auch die zweite Zahlerdetermi- 
nante von Null verschieden ist; man hat es mit einem der Falle III a ), 
IIP), Parabel in der ersten und zweiten Lage ? zu tun. Den vor- 
stehenden Bedingungen ist auch dann entsprochen, wenn J?=*0 ; 0=0 
ist; denn dann wird 3/uud die erste Zahlerdeterminante Null, wahrend 
die zweite von Null verschieden ist; die erste der Gleichungen (3) 
liefert fur # einen endlichen Wert, der zweiten kann aber nur durch ein 
unendliches y gentigt werclen; es ist dies der Fall V einer Parabel 
in der dritten Lage. 

Den Gleichungen (3) gentigen unendlich viele Punkte ; wenn sie 
sich nur durch einen konstanten Faktor voneinander unterscheiden, 
wenn also 

^ ^ ? - 7 

A" B "~ D ~" /l> 



Mittelpunktbestimmung 30? 

ist; die Punkte erfullen die einzige durch (3; bestimmte Gerade. Wei] 
nun sowohl M = B 2 AC als auch N =- J3J5 CD =- 0, so triti 
der Pall III C ) ein, der auf zwei parallels Gerade fiihrt. 

Ist die erste der in vorstehender Untersuchung unterschiedener 
Moglichkeiten eingetreten und # , y bestimrnt, so ist init der Be 
rechnung von /X# >#o) <^ e Transformation zum Jlittelptnikte so sol 
die Translation des Koordinatensy stems nach dem Mittelpunkte heifier 
vollzogen. 

Die eigentlichen Linien zweiter Ordnung scheiden sich kiernacl 
in zwei Klassen: solche mit einein Mittelpuukt im Endlichen Kreis 
Ellipse und Hyperbel und solche mit einem Mittelpunkt im Un 
endlichen Parabel. 

207. Beispiele. 1. Fiir die 204 unter 1. beliandelte Gleichunj 

4f - 6x + 4// 4- 3 - 



ergeben sich zur Bestimmung des Mittelpunktes die Ansatze: 



aus denen # ^ ; y Q j folgt-, da weiter f(x Q , y ) 3 3 9 , so laute 
die ztim Mittelpunkt transformierte Gleichung: 

a? /2 -2a?Y + 4y /8 - 1 *-0. 
2. Die Gleichung 4 in 2O4: 

2^2 + xy + y s_2a; 4y+l 

ist als die einer Hyperbel erkannt worden; aus den Gleichungen 

2rr + 2y - 1 - 
2^ + 2/o - 2 - 

erhalt man den Mittelpunkt a? ==| ? i/ 1, und da /"(d? 0? # ^ | 
so ist 

2z /2 + 4#Y + t/' 2 + f = 

die zum Mittelpunkt transformierte Gleichung. 

2O8. Durchmesser. Im Laufe der Diskussion der allgemeine 
Gleichung zweiten Grades sind gerade Linien erkannt worden, in b( 
zug auf welche Symmetric nach einer bestimmten Bichtung stattfinde 
mit andern Worten gerade Linien, welche Sehnen einer bestimmte 
Richtung halbieren. Dies soil AnlaB geben zur Erorterung der Frag 
nach dem geometrischen Ort der Halbierungspunkte paralleler Sehne 
irgend einer Richtung; ein solcher Ort moge den Namen Durclimesst 
erhalten. 

Die nun folgenden Untersuchungen setzen ein rechtwinTdigt 
Koordinatensystein voraus. 

Oz Tiber, HOhere Mathematik. 20 
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Verbindet man mit der Gleichung 

f(x, y) = Atf + 2Sccy + Cy* + 2I*z + 2Ey + F = (1) 
die parametrischen Gleichungen (177) 

x + $ cos 

y . 7? + 5 sin 

der Geraden, die durch den Punkt |/ij geht und mit der #-Achse den 
Winkel a bildet, so liefert die Gleichung 
f(% + s cos a, TJ + 5 sin a) (A cos 2 a + 2 J5 cos a sin + G sin 2 a)s 2 

+ \fi(t,*i) cos + /,'(, i?) sina]5 + /X6,i?) = (3) 
in ihren Wurzeln s 1; 5 2 die Abstande des Punktes g/ij von den 
Schnittpnnkten 3/ 1? Jtf a "der Geraden ('2) mit der Linie (1). Der 
Punkt j=/ij ist bsbesondere der Mittelpunkt der Sehne M^M^ 9 wenn 
S 1; S 3 entgegengesetzt bezeichnet und dem Betrage nach gleich siud ? 
und dies findet dann statt, wenn die Gleichung (3) rein quadratisch, also 

/ 5 '(|, TJ) cos a + /;;(, T?) sin - (4) 

ist. Diese Gleichung stellt den Ort der Mittelpunkte aller Sehnen 
Tom Eiehtungswinkel a oder vom Richtungskoeffizienten m = tgo: 
dar; ersetzt man /g, f( durch ihre Ausdrticke, so wird aus (4) 

(A + Bm}$ + (B+ Cm)r t + D + Em = 0. (5) 

Hiermit ist erwiesen, daB die Dtirchmesser einer Linie zweiter 
Ordnung gerade Li)mn sind. Die Gleichung (5), in symbolischer Form 

AUi) + ^(6^)-o, 

stellt bei variablem m einen Geradenbiischel dar, dessen Trager durch 

die Gleichungen . Vfc , A ftftf , n 
A(6, V) = 0, /, ; (6, i?) - 

gegeben ist; diese Gleichungen bestinimen aber (2O6) den Mittel- 
punkt. 

Die Durchmesser einer Linie zweiter Ordnung bilden demnach einen 
GeradenMschel, dessen Trager der MittelpunJct der Linie ist; bei den 
Linien mit einem Mittelpunkt gehen also alle Durchmesser durch einen 
eigenfiiehen Punkt, bei der Paralel sind sie untereinander parallel. 

209, Paare konjugierter Durchmesser. Der Durchmesseiv 
der die Sehnen vom Richtungskoeffizienten m halbiert, hat selbst, 
aus seiner Gleichung (5) hervorgeht, den Richtungskoeffizienten 



andert sich mit m nur dann, wenn 
A B 



Durchmesser. Konjugierte Durchmesser Achsen 30' 

ist, also bei der Ellipse und Hyperbel; ist hingegen J/=0, als< 
^ = G = k ? so bleibt m' konstant = /,-. 

Von diesem Falle abgesehen besteht zwischen dem Rich t tings 
koeffizienten der Sehnenschar und dem Richtungskoeffizienten des zu 
gehorigen Durchmessers die Gleichung: 

Cmm' + B(m + m'} + -1=0. (<6 

Diese Gleichung hat einen solchen Bau, daB sie sich nicht andert 
wenn man m und m' miteinander vertauscht; daraus entspringt de 
folgende Sachverhalt: Wahlt man yon zwei Zahlen m, m', die de 
Gleichung (6) geniigen, die eine als Richtungskoeffizienten eine 
Sehnenschar, so bedeutet die andere den Richtungskoeffizienten de 
die Sehnenschar halbierenden Durchmessers. 

Die Durchmesser einer Linie zweiter Ordnung mit eigentlicheu 
Mittelpunkt ordnen sich. hiernach zu Paaren solcher Art, daB der ein 
die zu dem andern parallelen Sehnen halbiert. Man bezeichnet di 
Durchmesser eines solchen Paares als Iconjugierte Durchmesser. 

Der Durchmesser vom Richtungskoeffizienten m schliefit mit der 
ihni konjugierten zwei supplementare Winkel ein ; deren einer, co ; durc 

__ m' m __ A + 2 Sm + Cm 2 , r 

^ co "" i + mm ' "" 'Bin? + (A c] m^~B \ * 

bestimmt ist. 

210. Achsen. Daran kniipft sich naturgemafi die Frage nac 
solchen Paaren konjugierter Durchmesser an, die aufeinander seni 
recht stehen; derartige Durchmesser sind Achsen orthogonaler Sjn 
nietrie und werden darum als Achsen der betreffenden Linie bezeichne 
Zufolge der Formel (7) haben die Richtungskoeffizienten de 
Achsen der Gleichung 

Bm* + (A C)m B = (S 

zu geniigen. 

Diese Gleichung ist identisch, d. h. durch jeden Wert YOU m, ei 
ftillt, wenn gleichzeitig A= 6 J5 = 

ist, Bedingungen, die den Kreis kennzeichnen ('188, 2OO). Der Krei 

hat sonach unendlich vide Achsmpaare, mit andern Worten, TO 
welchem Durchmesser man auch ausgeht, der dazu konjugierte steh 
immer senkrecht auf ihm. 

In den Fallen der Ellipse und Hyperbel gibt es nur ein Paar YO 
Achsen, denn die Gleichung (8) liefert dann stets ein Paar reelle 
Wurzeln m i? m 2 , d,ie die Eigenschaft haben, daB m m 2 = 1 isi 
diese Wurzeln sind in der Formel 



_ (9 

2 -D ^ 

enthalten. 

20* 
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Bei der Paralel sincl alle Durctunesser parallel und derjenige 
imter ihnen, der die zugehorigen Selmen rechtwinklig halbiert, ist die 
einzige Achse. In der Tat gibt die Form el (9), wenn Jf =0, also 

i >2 AC ist. die beiden Werte 

A C 
B > B> 

deren einer = k, gleich dem Richtungskoeffizienten der Durchinesser 
ist (209 1 ? wahrend der andere die dazu senkrechte Richtung be- 
stimint. 

211. Transformation der Ellipsen- und Hyperbelgleichung 
ztt den Achsen. In den Achsen ist fiir die genannten. Linien ein 
natiirliches rechtwinkliges Koordinatensystem gegeben, bei dessen An- 
wendung ihre Grleichungen eine besonders einfache Gestalt annehmen. 
Da namlich der Mittelpunkt dann Ursprung ist, entfallen die Grlieder 
ersten Grades in x, y, und da weiter bezuglich beider Koordinaten- 
achsen Symmetric heiTscht, ist die Gleichung rein quadratisch in be- 
zug auf x sowohl als y, es entfallt also auch das Grlied mit dem 
Produkt xy. 

Ist die G-leiehimg bereits zum Mittelpunkt transformiert, also auf 
die Form 

Ax 2 + SSxy + Cy* + & - (1 , 

gebracht ('206), so handelt es sich um eine solche Rotation des 
Koordinatensystems um den Ursprung, daB das Glied rnit dem Pro- 
dukt der neuen Koordinaten ausfallt; ist & der Rotation swinkel, so 
lauteu die Trausformationsgleichungen (169): 

x = x cos # y' sin # 
y = a?' sin # + y' cos -9 1 , 
durch die (1) verwandelt wird in: 

(A cos 2 ^ + 2 B cos^ sin + C sin 2 #X 2 
2[A cos 0- sin # (cos 2 ^ sin 2 #) C cos 6- sin tf]x f y' 



die angestrebte Form 

-4V 2 + 5y 2 + # = (2) 

tritt also ein ; wenn man ^ derart bestimmt, daB 

wiri (4 - C) sin 2# - 25 cos 2# - (3) 

Diese Gleiehung lafit * unbestimmt, wenn gleichzeitig A = C 
und B ist, also im Falle des Kreises. 
In jedem andern Falle gibt sie in 
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die Bestimmung zweier Winkel, die sich um 180 von einander unter- 
scheiden, also zweier Werte von #, die um 90 differieren; niit deir 
einen ist der andere gegeben. Behalt man den ItoMen Winkel bei 
so folgt aus (4) 



Die in (2) eingefiihrten neuen Koeffizienten A', (}' haben zunachsi 
folgende Bedeutung: 

-.1' J.cos 3 # + 2J3cos#sin# + Csiirfr 
C' = A sin 2 # - 2 B cos # sin + Ccos 2 # ; 
daraus ergibt sich durcn Addition: 



und durch Subtraktion, wenn man gleichzeitig auf der rechten Seiti 
von den Formeln (5) Gebrauch maclit: 



A' - C'~sy(A~Cp+ 4:B' 2 : (7 

aus (6) und (7) erhalt man schlieBlich: 

c + 



C- 



Aus der hieraus folgenden Relation 

J?-- M 



geht hervor, dafi bei der Ellipse A' und C' gleich, bei der Hyperbe 
ungleich bezeiclinet sind. 

Es nimmt also (2) im Falle der eigentliehen Ellipse schlieBlic] 
die Form x >* 2/ /2 _ i 

a 8 + i? ~ l > 
im Falle der Hyperbel eine der Formen 



an, wobei in beideu Gliedern entweder das obere oder das unter 
Zeicben gilt. 

Hiermit ist der Anschlufi an die Definitionen gewonnen ? au 
welclien die letzten Grleichungen ursprunglich abgeleitet worden sin< 
(158, 159). 

Aus dem Gange der Untersuchung in 206 und in diesem Ar 
tikel geht hervor, daB das absolute Glied F der Gleichung wede 
auf die Lage des Mittelpunktes, noch auf die Richtung der Achsen 
noch auf das Verhaltnis*der Achsenlangen EinfluB hat; denn auf dii 
Koordinaten des Mittelpunktes wirken alle Koeffizienten mit AussehluJ 
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von F, auf die Riehtungswinkel der Aehsen und das Verhaltnis ihrer 
Langen nur die Koeffizienten A, B, C der quadratischen Grlieder ein. 

Hiernacli stellen Gleichungen der Form (1), die sich nur in F 
unterscheiden, EUipsen und Hyperbeln dar, die im Mittelpunkt, den 
Achsen und dem Verhaltnis ihrer Langen iibereinstimmen. Man 
nennt Linien dieser Art "homofliekiscli. 

212. Scheitelgleichung der Parabel. Wegen der Beziehung 
JJ/ = J3- AC *=* 0, die die Parabel kennzeichnet, kann deren all- 
gemeine Gleichung auf die Form 

c 

gebracbt werden: es ist also ein charakteristisches Merkmal der Parabel- 

gleichung, dafi in ihr die Glieder zweiten Grades, eventuell nach Ab- 

sonderung eines konstanten Faktors ; ein rollstandiges Quadrat bilden. 

Als Riehtungskoeffizient der Parabeldurchniesser, also auch der 

Pai-abelachse, ist -g , das gleich ist , gefunden worden (21O); 
bezeiclmet man also den hohlen Richtungswinkel mit fr, so ist 



Die Rotation des Koordinatensystems um diesen Winkel ver- 
wandelt die Gleichung (1) in die folgende: 

'* sin ) x + 2 (- 1) sin & + E cos &) y r + F= 0, 



deren allgemeine Grestalt durch 

CV /S + 2D'x'+ 2E'y' + F= (3) 

bezeichnet ist, wobei unter Beriicksichtigung von (2) 



Ubt man jetzt eine Translation nach dein noch unbestimmten 
Ursprung x Q /y$ aus ? so verwandelt sich (3) weiter in 



und verfiigt man fiber den neuen Ursprung derart, dafi 

C'y +-S'-0 

C'yl + 2J)'x Q +2E'y,+ F~0 
wird ; so vereinfacht sich die Gleichung schliefilich axif 



0. (6) 

Die zweite der Gleichungen (5) laBt erkennen, dafi der Ursprung 
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der Parabel selbst angehort, und fur seine Koordinaten ergeben sich 

aus (5) die Werte: , 

s ' 



-2 C'D' 



es ist jener Punkt, in welchem die Parabel von ikrer Achse ge- 
schnitten wird, da verrnoge der jetzigen Gleichungsform in bezug auf 
die A- Achse orthogonale Symmetric besteht. Man nennt den Punkt (1) 
den Scheitel der Parabel, (6) ihre Scheitelgleichung. 
In der Form r/ 



lafit sie ihre Ubereinstimmung mit jener Gleichung erkennen. die aus 
dei* urspningiichen Definition abgeleitet worden ist (16O). 

Wie die Ansatze dieses Artikels zeigeu, hat das absolute Glied F vreder 
auf die Eichtung der Achse ; noch auf die Ordinate # des Scheitels (im 
System &', y\ also auf dieLage der Achse, noch auf den Parameter EinfluB. 

Es gehoren demnach Gleichungen der Form (1) ? die sich nur in 
dem absoluten Gliede unterscheiden, Parabeln an, die dieselbe Achse ? 
denselben Parameter und nur verschiedene Scheitel haben. Man be- 
zeichnet derartige Parabeln als homoffietisch. 

213. Beispiele. 1. Urn die Ellipse, die durch die Gleichung 

2O ^ 1: x * _ 2xy + 4^- Qx + y + 3 - 

bestimmt ist ; auf die Achsen zu transformieren, transformiere man 
sie zuerst zum Mittelpunkt -<?/!; ^ es ^ s ^ ^ 207, 1. geschehen und hat 
mit Unterdriickung des Akzents 



ergeben. 

Zur BestimmuDg der Rich- 
tuny der Achsen hat man 



und fiir die endgiltigen Koeffi- 
zienten ergeben sich aus 211, (8) 
die Werte: 




Fig. 90. 



die Achsengleichung lautet also: 



und lafitj in der Gestalt 



_<? , v* 

38 "*" 38 
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= 3,01-.., 



gesehrieben, unmittelbar die Halbachsen/r/??^ y~ 
- 121 - - - erkennen. 









2. Die clurch die Gleichung 204, 4.: 



clargestellte Hyperbel ist in 207,2. zum Mittelpunkt f/ 1 trans- 
formiert worden, und es ergab sich, wieder in #, y geschrieben, die 

Grleichung: 




Die Richtung der Ac"hse ist durch 

tg2^ = 4 
bestimmt; ferner hat man 



und hiermit ergibt sich die Achsen- 
gleichung: 

(1/17 + 3) ^' 2 



wofiir geschrieben werden kann: 
2L 2 - - x '~ = 1 

Q ft * 5 



Fig. 91. 



~3 1/17 



die reeUe Halbachse hat sonach die L'ange I/ = 1,63 nnd 

Y yi7_3 ; 

fallt in die ^'-Achse, die imaginare Halbachse betragt 

- 0,65 .... 



Die Konstruktion gestaltet sich in den beiden Fallen wie folgt. 
Nachdem man den Mittelpunkt SI mittels seiner Koordinaten ^/\ in 
Fig. 90, |./ 1 in Fig. 91 aufgetragen, konstruiert man den Winkel 
20- Oe/jS" aus seiner Tangente, -| in dena einen, 4 in dem andern 
Falle, halbiert ihn und fiihrt durch & die Parallele zur Halbierungs- 
linie JL, so ist damit die eine Achse, zugleich die #-Achse des neuen 
Koordinatensvstems geftmden; die andere steht auf ihr senkrecht. 
Durch Abtragen der Halbachsenlangen ergeben sich die Scheitel A, A'; 
J5, B' in Fig. 90, A, A' (und die uneigentliehen 5, J5') in Fig. 91; 
in der letzten Figur liefert das Achsenrechteck in seinen Diagonalen 
die Asymptoten a, a. 



Spezielle Gleichungen. 

3. Um fur die Parabel 204, 8.: 

4# 2 - xy + \f 4# + 8y 2 = 
die Scheitelgleichung herzustellen, hat man zuerst mittels 
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die Achsenrichtung zu bestiinmen und die Koeffizienten G", D\ E' 
zu berechnen; man findet: - 

7 }/5~ ; ~~]/5 : 

hieraus ergeben sich die Koordinaten des 
Scheitels in dem urn # gedrehten System 
und der Parameter: 
v L 

^0 "~ 150 




Konstruktiv geht man so vor,daB man zu- 
erst den Winkel & mittels des rechtwinkligen 
Dreiecks OJK, Fig. 92, dessen Katheten 
OjfiT, OJ irn Yerh'altnis 2:1 zu einander stehen, herstellt, und daB 
man sodann in dem Koordinatensystein X'OT', das um diesen Winkel 
gegen das urspriingliche gedreht ist, den Scheitel mittels seiner Koor- 
dinaten auftragt, in diesen, A, das endgiltige Koordinatensystem X" A 7" 
verlegt und mit Benfitzung von p den Brennpunkt F der Parabel 
einzeichnet, mit desseti. Hilfe diese selbst konstruiert werden kann. 

214. Identitat der Linien zweiter Ordnung mit den 
Kegelschnittslinien. Es soil nun gezeigt werden, dafi alle die 
Gebilde, die durch eine Gleichung zweiten Grades darstellbar sind^ 
erhalten werden konnen, indem man den geraden Kreiskegel und den 
geraden Kreiszylinder, der als eine Ausartung des Kegels aufgefafit 
werden kann, in geeigneter Weise mit Ebenen schneidet. Dieser Um- 
stand rechtfertigt es, die erwahnten Gebilde als Keyelsehnitte zu be- 
zeichnen. 

Yom Kreise selbst braucht nicht mehr gesprochen zu werden, 
weil er den genannten Flachen ihrem Entstehungsprinzip nach zu- 
grunde liegt und darum diesem Prinzip entsprechend aus ihnen wieder 
gewonnen werden kann. 

Um fur die Ellipse, Hyperbel und Parabel den Nachweis zu 
fiihren, wollen wir den Gleichungen dieser Linien eine einheitliche 
Form geben, und diese Form wird in der Scheitelgleichung zu finden 
sein. Um die Ellipsengleichung 
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atif den linken Scheitel zu transform ieren, hat man $ durch x a zu 
ersetzen: die transformierte Gleichung 



nimmt nach Einf filming des Parameters 




> 

p = -- und derrelativenExzentrizitatf 
* a 

(171*) die Gestalt an: 



c 


a 

(1) 

Die Transformation der Hyperbel- 
gleicliung 



oc 




Fig. 94. 



Fig, 93. 

auf den rechten Scheitel geschieht, indern man x durch x + a ersetzt; 
sie fuhrt wieder auf (1), doch mit der MaBgabe, daB nunmehr ein 

unechter Bruch ist, wahrend es bei 
der Ellipse einen echten Bruch be- 
deutet. 

Die Gleichung (1) umfaBt also 
Ellipse, Hyperbel und Parabel, in- 
dem man der Reihe nach s < 1 ; > 1 
und = 1 festsetzt, und ist deren ge- 
meinsame Sclieitelgleicliung. Sie umfuBt 
auch den Kreis ; den sie dann dar- 
stellt, wenn man s = setzt. 

Ein gerader Kreiskegel werdenun 
mit einer durch seinen Scheitel S 
gelegten Ebene in Verbindung ge- 
bracht; diese kann mit ihm a) nur den Scheitel, /3) zwei verschiedene 
Seitenlinien, 7) zwei vereinigt liegende Seitenlinien geinein haben, in- 

dem sie ihn beriihrt. Es soil nun unter- 
sucht werden, wonach eine zu der ge- 
dachten parallele Ebene den Kegel in den 
drei Fallen schneidet. 

In den Figuren 93 ; 94, 95 ; die den Fallen 
#)> P)y ?) entsprechen ; stellt JE die Spur der 
schneideuden, zur Zeichenebene senkrechten 
Ebene dar; M N, M'N' ein Paar von Kreis- 
schnitten des Kegels, von denen je eine 
Halfte parallel zur Zeichenebene gedreht ist, 
urn die Ordinaten PQ,P'Q' der betreffen- 
den Punkte der Schnittlinie ersichtlich zu 
"Fig. 95. machen; als Abszissenachse dient dabei 
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der Achsensclinitt der Ebene init dein Kegel, als Ursprung der 
Ptmkt A. 



In Fig. 93 1st ~P( - MP-PN, P'~Q* = 1TP' - P'JT, woraus 
PQ* MP PX HP PA . 

' ' J ' ] folghch lst 



d. i. ? wenn BA = 2a gesetzt wird: 



und wenn J.J5 = 2 a gesetzt wird, 

f j (9 a + a;) ^ == 2 taa; + Jfca; 2 . (3 1 



= 

oder 

2/ 2 = Ttx. (4) 

Setzt man im ersten und zweiten Falle 

7 b- 

Ka = p= -, so 

-^ a ; a- 

.also bei der Ellipse jfc = ^--- = 1 2 ? bei der Hyperbel ft = ^ 

= 2 1; und hiermit geben die Gleichungen (2j, (3) tatsachlicL. bi 
(1) fiber. 

Im dritten Falle braucht nur 7t= 2p gesetzt warden, um auf die 
friib.ere Form zu kommen. 

Wollte man das Quadrat tiber y in ein intialtsgleiclies Recbteck 
verwandeln ; dessen eine Seite x ist, so wiirde die zweite Seite bei der 
Ellipse unter 2p, bei der Hyperbel liber 2$, bei der Parabel gerade 
2p betragen ; daber an 2p gemessen bei der Ellipse etwas ifbriglassen, 
bei der Hyperbel dariiber Mnaiisreichen, bei der Parabel gerade an- 
lieyen. Aus diesern Sacbverhalt sincl die klassiscbea Namen der drei 
Spezies von Kegelscbnitten hervorgegangen. 

Wird an Stelle des Kegels der Zylinder zur Grundlage genommen ? 
so kann der Scbnitt mit einer Ebene aufier dein Kreise und der Ellipse 
aucb ebi Paar von parallelen ? reellen oder iruaginaren ; Greraden sein. 

Hiermit sind aber alle Gebilde erschopft, die in der allgemeinen 
Gleicbung zweiten Grades enthalten sein konnen. 1 ) 

215. Tangfentenprobleme. I. Bei gegebeuem Beriihrungspunkt 



1) Bis anf den imaginaren Kreis und die imaginare Ellipse, die auf diesem 
Wege nicht zustandekommen. 
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x/y stellt sich die Tangente an die Linie f(x,y) = durch die Gflei- 
chung (194) 



dar. Dies auf die allgemeine Gleichung zweiten Grades 

f(x,y) - AJ + 2Bxy + Cf + 2Dx + 2Ey + F = (1) 
angewendet, fuhrt, da 



zun'achst zu der Gleichung: 

2(Ax + By + D)| + 2(* + Cy + E} n - (xf x + *//>) - 0; (2) 
es ist aber 



infolgedessen schreibt sich die Gleichung der Tangente endgiltig: 
(Ax + By + D)| + (Bx + Cy + E}i] + (Dx + Ey + F] - 0. (3) 

Nach u* ? y geordnet lautet sie: 
(A$ + Bi, + D)x + (B| + Cri + E}y + (D| + ^ + F) - 0, (3*) 

der Vergleich mit (3) zeigt die Yertauschbarkeit von x/y und i-/^. 
II. Sollen die Tangenten durch einen gegebenen Punkt P(^ /S/o) 
gelegt werden, so hat man zur Bestimmung ihrer Beriihrungspunkte 
ii'/y auBer der Gleichung (1) die aus (3*) resultierende Gleichung 

(Ax, + Sy + D)x + (Bx, + Cy Q + E}y + (Dx Q + Ey 9 + F)-Q, (4) 

die eben die Forderung ausdriickt, daB die Tangente durch P zu gehen 
hat. Bei veranderlichem x, y stellt diese Gleichung eine stets reelle 
Gerade p dar, die in ihren Schnittpunkten mit (1) die gesuchten Be- 
riihrungspunkte liefert; je nachdem diese Schnittpunkte reell und ver- 
schieden und vereinigt oder aber imaginar sind ; gibt es zwei, eine 
oder keine Tangente durch P. 

Man nennt die Gerade p die Polare von P in bezug auf den 
Kegelschnitt (1\ P den Pol von p. 

Die vorhin beinerkte Vertauschbarkeit der beiden Koordinaten- 
paare in (4) hat folgendes zu bedeuten: Die Polare eines Punktes 
von p geht durch P und der Pol einer Geraden durch P liegt auf p. 
III. Sollen die Tangenten einer gegebenen Geraden parallel sein, 
also einen bestimmten Kichtungskoeffizienten m haben, so dient zur 
Bestimmung ihrer Beriihrungspunkte x/y neben der Gleichung (1) 
noch die aus (3) resultierende Gleichung 
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die den Ausdruck fur die eben gestellte Forderung bildet; in der 
Gestalt 

(A + Bm)x + (B + Cm}y + D + Em 

gesckrieben erkennt man in ihr die Gleichung jenes Durclunessers, 
der die Sehnen vom Ricbtungskoeffizienten m balbiert (208 ). Dieser 
Durcbmesser bildet die Polare zu dem unendlidi fernen Pilrild der 
Geraden, der die Tangenten parallel sind. 

216. Pol imd Polare. In bezug auf den Kegelscbnitt 

F - 1 



f(x, y) = Ax*~ 
liat der Punkt P(# /2/o) die Polare 






Mit diesen beiden Gebilden bringen -vrir 
nun den Geradenbuschel aus P ? der 
parametriscb. 

x = X + 5 cos a 



5 sn 



gescbrieben werden kann, in Verbindung. 
Gleicliuug (1) gebt durcb die Sub- 
stitution (3) in die beziiglicb s quad- 
ratiscbe Gleicbung (208): 

(A cos 2 a + 25 cos a sin a + G sin 2 #) s 2 




iiber, deren Wurzeln 5', s" die Strecken zwischen P und den Sclmitt- 
punkten Jf', M" der Geraden (a) mit dem Kegelschnitt (1) bedeuten, 
Fig. 96. 

Gleichung (2) verwandelt sich dui-cli dieselbe Substitution in 

(Ax<> + By, + D)# + (Ex* + Cy* + Ely* + (D^ + E V* + ^) 

+ [(Ax Q + By + D) cos a + (Bx Q + Cy Q + 7?) sin a] s - ; 
d. i. in 

(/; cos a + /y o sin ) s + 2f(x , y ) = ; (5) 

das bieraus berechnete s bestimmt die Strecke zwischen P und dem 
Schnittpunkt Q der Geraden (a) mit der Polare p. 
Nun folgt aus (4), daB 

s , c // __ __ 

6 -t- & 



f cos a + /J sin a 



wonacb also 
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andererseits fiihrt (5) auf 

f x cos u + f'y sin a 

demnach ist 



Dadurch ist (179) erwiesen, da8 die Schnittpunkte einer jeden 
Geraden durch P mit dem Kegelschnitt von P und seiner Polaren 
harmonisch getrennt werden. Dieser Sachverhalt kann dazu verwendet 
werden ? die Polare von P auch dann zu konstruieren ; wenn aus P 
kerne reellen Tangenten an den Kegelsclinitt gehen. 

An die Gleichung (6), die das Produkfc PM ' - PM" der Seg- 
niente bestirnmt, sei die folgende Bemerkung geknupft. 

Bei dem Kreise ? wo A = C und JB=0 ist, hangt dieses Produkt 
von der Richtiing des Stralils niclit ab und fiihrt zu dem Begriff der 
Potenz (195). Zugleich. zeigt die Grleichung (6), daB in diesem Falle 
der Ort der Punkte ^ /2/o? ^ie in Bezug auf den Kreis f'(x,y) = Q 
gleiche Potenz haben, ein mit ilim konzentri seller Kreis ist. 

Bei den anderen Kegelschnitten ist das Seginentprodnkt s's" von 
der Eichtung des Strahis abhangig; halt man diese Richtung fest 
und setzt s's" (A cos 2 a + 2 J5 cos a sin a + C sin 2 a) = 7; ? so schreibt sich 
der Ort von Pankten x Q /y Q9 fur die das Segmentprodukt bei der an- 
genommenen Richtung a konstant ist, 

/Oo^oH*- 

Dies stellt aber nach den Bemerkungen am Schlusse von 211 und 
212 einen zu /Yar ? ?/)==0 homothetischen Kegelschnitt vor. 

Es gehort also zu jedem Kegelschnitt, der mit einena Grund- 
kegelschnitt homothetisch ist, eine (und wegen der Syrnmetrie eine 
zweite) Richtung, bei welcher der erstgedachte Kegelschnitt der Ort 
von Punkten ist, denen in Bezug auf den Gruudkegelschnitt ein kon- 
stantes Segmentprodukt s's" zukommt. 



IX. Abschnitt. 

Analytische Geometrie des Eaumes. 

1. Der Koordinatenbegriff. 

217. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Mmmt man 
im Raume drei gerichtete Gerade an, die durch einen Punkt gehen, 
und deren jede auf den beiden anderen senkrecht steht, wahlt den ge- 
meinsamen Punkt far alle drei Geraden als Nullpunkt (Aijfangspunkt) 
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und eine Strecke als Einheit, so sind damit die drei Geraden zu Zahlen- 
linien ausgestattet und geeignet, ein Koordinatensystem zu bilden. 
Man nennt die Geraden die Koordinatenachsen , ihren gemeinsamen 
Punkt AnfangspunU oder Ursprung , die drei durch sie bestimmten 
Ebenen die Koordinatenebenen. Die Achsen sollen der Reihe nach 
als x- 9 y-, #-Achse, die Ebenen als y#-, 2X-, 
xy-'Ebene bezeichnet werden, Fig. 97. 

Projiziert man einen Punkt Jf des ** 

Raumes mit Hilfe von Ebenen, die zu den p t 
Achsen senkrecht stehen, auf diese, so ge- 
hort zu der Projektion Q : auf der #-Achse 
eine bestimmte Zahl #, zu der Projektion 
Q 2 auf der y-Achse eine Zahl y und zu 
der Projektion Q% auf der g-Achse eine 
Zahl 8, und diese drei Zahlen x } y y sind 
geeignet, die Lage des Punktes Jf zu beschreiben. Denn nicht allein 
gehort zu jedem Punkte des Raumes ein und nur ein solches Zahlen- 
tripel; auch umgekehrt fiihrt ein gegebenes Zahlentripel nur zu einem 
Punkte des Raumes, deoi gegeniiberliegenden Endpunkte des Parallel- 
epipeds mit OQi=* x } Q% = y, Q% == 2 als Kanten. 

Bei dem beschriebenen Vorgang entstehen auch die Projektionen 
P 19 P 2 , P 3 des Punktes M auf den drei Koordinatenebenen yz, ax, xy. 
Diese Projektionen haben in den betrefi'enden Ebenen die Koordinaten 
yf&, 0/x } x/y, wenn x/y/x die Koordinaten von J/ sind. 

In dem Linienzuge OQ i P^M sind alle drei Koordinaten des 
Punktes JJ/ zur Anschauung gebracht: x in OQ 13 y in QiP$ 9 z in P 3 J/. 
In der Folge wird daher in der Regel dieser Linienzug allein verzeichnet 
werden. 

Durch die drei Koordinatenebenen ist der Raum in acht Facher 
OJctanten geteilt, und jedem derselben entspricht eine andere 
Verbindung der Vorzeichen bei den Koordinaten seiner Punkte. 

Liegt ein Punkt in einer der Koordinatenebenen, so ist eine 
seiner Koordinaten Null; so bedeutet Jf(a/6/0) einen Punkt der 



Liegt der Punkt in einer der Achsen, so sind zwei seiner Koordi- 
naten Null; so ist z. B. If (0/6/0) ein Punkt der y-Achse. 

Nur im Ursprung sind alle drei Koordinaten Null. 

DurchJf (a/6/c), N(a/l>l- c) ist ein zur#?/-Ebene, durch If (a/b/c), 
JV(a/ 6/-c)einzura;-Achse, durch JI(a/6/c), A T ( a/ 6/ c) ein 
zum Ursprung symmetrisches Punktepaar bestimmt. 

218. Abstand eines Punktes vom Ursprung. Die Strecke, 
die den Ursprung mit dem Punkte Jf verMndet, erscheint als Diago- 
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nale in dem zugehorigen Koordinatenparallelepiped. Bezeichnet man 
ihre absolute Lange mit r, die Koordiuaten von M mii x, y, 0, so ist 



die Quadratwurzel mit dem absoluten Betrag genonimen. 

FaBt man x, y, z als variabel auf, so ist durch die Gleichung 

%* + if + - = r 2 (2j 

der Inbegriff aller Punkte gekennzeichnet, die vom Ursprung den Ab- 
stand r haben; ihr Ort ist die mit dem Radius r urn beschriebene 
Kugel, (2) also die G-leicliung dieser Kugel. 

219. Abstand zweier Punkte. Legt man dureh zwei Puukte 
-^1(^1/2/1/^1)? -^2(^2/2/2/^2) zu ^ en Aclisen senkreclite Ebenen ; so be- 
grenzen diese bei allgemeiner Lage der Pankte ein Parallelepiped, 
(lessen Kanten an Lange gleich sind den absoluten Koordinatendiffe- 
renzen der beiden Punkte. Demnach ist die absolute Lange d der 
Strecke MM bestimmt durch 



22O. Richtungswinkel einer Geraden. Eine Gesamtheit 
von parallelen und gleichgerichteten Geraden des Raumes ist hinsicht- 
lich ihrer Richtung durch eine unter ihnen 
bestimmt; als solche werde diejenige, g, ge- 
wahlt, die durch den Ursprung geht ? Fig. 98. 
Die hohlen Winkel, welche g mit den 
positiven Riehtungen der Achsen bildet, 
Q sie seien a, $, y bezeichnet man nicht nur 
als ihre eigenen, sondernauch als die 7? '''/' '//_'/,*'- 
wmliel jeder Geraden aus der erwahnten Ge- 
samtheit. 

Durch eine gerichtete Gerade sind die drei Winkel cc } ft, y ein- 
deutig bestimmt. Das Umgekehrte trifft nicht zu. Sind a, ft ge- 
geben, so kommt es darauf an, korperliche Ecken zu konstruieren, 
deren eine Seite XOT ist, wahrend die den Kanten OY, OX gegen- 
fiberliegenden Seiten , /3 sind; das ist jedoch nur moglich, wenn 

+ ft ^ * ^ ist; gilt das obere Relationszeichen, so ergeben sich zwei 

korperliche Ecken, also auch zwei Gerade mit den Richtungswinkeln 
a, ft, deren dritter Richtungswinkel schon bestimmt ist; gilt das untere 
Zeichen, so fallt die Ecke in die #y-Ebene zusammen, es gibt nur 

eine Ecke mit den Richtungswinkeln a, ft, wahrend der dritte | ist. Ist 




1) Und welter a + > ft J3 + f > . 

~~~~ 
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hingegen a + /3 < -, so ist keine Ecke konstruierbar, somit aueh keine 

Gerade mit den Richtungswinkeln , /} moglich. 

Die Richtungswinkel einer Geraden sind also nicht unabhangig 
voneinander. 

Die Art der Abhangigkeit ergibt sich aus folgender Erwagung. 
Tragt man auf der Geraden die positive Strecke OJ/= r ab ; so sind 
cleren Projektionen auf den Achsen die Koordinaten x, y, z des Punktes 
31, inithin ist 

x = r cos a 

y = rcos/3 
& = r cosy: 

die Quadratsumme dieser Gleichnngen ergibt mit Riicksicht auf ^1): 
cos 2 a + cos 2 /3 + cos 3 y = 1. (4) 

Man nennt cos# ? cos/3 ; cosy die Eicli- 
,''/>//,- ' -/,i-iy der Geraden </ und jeder mit ihr 
parallelen und gleicbgerichteten. Es besteht 
also der Satz: 1m ret'lrfn'inlliyi-H Sy*tetn ist 
die Sttmme der Quadrate der Ricldnngskosinus 
einer jeden Geraden gleicli 1. 

1st beispielsweise a = 45, /3 == 60 ? so 

hat man 1,1. 9 - 
T + T -t- cos 2 y = 1, 

2 ' 4 ' ' ? Pig. 99. 

woraus cos y = -f ; s gibt also zwei Ge- 

rade ? die der gestellten Bedingung geniigen, und ihre Richtungswinkel 

sipd 45, 60, 60 und 45, 60, 120. 

221. Winkel zweier Geraden. Um den Winkel CD zweier 
gerichteten Geraden g^ g^ Fig. 99, aus ihren Richtungskosinus zu 
bestimmen, yerlege man sie nach dem Ursprung und trage |auf jeder 
vom Ursprung aus in positiver Richtung die Langeneinheit auf; die 
Endpunkte M 19 If 2 dieser Strecken haben dann die Koordinaten 
cos flj / cos &/ cosy^ cosog/cos/Jg/cosyo-, folglich ist das Quadrat der 
sie verbindenden Strecke d (219): 

il* *= (cos <*! cos a 2 ) 2 + ( cos /3 X cos /3 2 ) 2 + (cos y x cos y.,) 2 
2 2 (cos cti cos 2 + cos & cos ^ 2 + cos y l cos y 2 ") ; 

andererseits folgt aus dem Dreieck O^M^: 

d- = 2 2cosco; 
mithin ist 

COS = COS flfjL COS tf 2 + cos ft COS ft + COS Xl COS V*' (1) 

Czuber, Hcihere Matkeraatik. 21 
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woraus 



Daraus berechnet sich (116) 

sin- 03 '= 1 (cos ! cos a<> + cos ft -cos ft + cos y l cos y 2 )' 2 
= ( cos-^ + cos-ft + cos 2 ^) (cos 2 a 2 + cos 2 ft + cos 2 y 2 ) 
fcostfj cos 2 + cos ft cos ft + cos ft cos^) 2 
= ( cos ft cos ft - cos ft cos ft) 2 + (cosft cosc< 2 cos ft cos j s 

+ (cosc^ cos ft cosa 2 cos ft) 2 , 

sinco 



IOS ft COS 7 2 COS ft COS 7i) 8 + (COS y x COS C^ 2 COS J> 2 COS C^) 2 +(COS ^ COS ft COS tf 2 C( 

(lie Wurzel positiv genommen, weil a unter alien Umstanden hohl isi 
Aus (1) ergibt sicli die Bedingung fiir das Senkrechtstehen: 

cos (^ cos 2 + cos ft cos ft + cos ft cos j> 2 = 0, (3 

aus (2) die far den Parallelisms: 



cos c^ _ cos 
cos o; k> cos ( 



____ cos y l _ 
cos y ' 



AT 




sind die Geraden auch gleich gericbtet, so haben die drei Quotiente 
den Wert l r im andern Falle den Wert 1. 

222. Raumliche Polarkoordinaten. Die Lage eines Punkte 

im Eaume kann in bezng auf ein rechl 
winkliges Koordinatensysteni auch infolger 
der Art beschrieben werden. Man gibt di 
Lange r der Strecke an, die den Punkt J 
niit dem Ursprung verbindet (den Radiu 
vektor), ferner den Winkel q, den die Rid 
tung OP niit der positiven Richtung de 
#-Achse, endlich den Winkel 6, den di 
Richtung OM mit der positiven Richtun 
der *-Achse bildet, Fig. 100. Die dr 

Zatlen r, cp, 6 bezeichnet man als die raumliclien Polarkoordinaten de 

Punktes 31 und schreibt M(r/cp/6). 

Urn alle Ptmkte des Raumes oeschreiben zu konnen, gendgt e 

auf das Intervall (0, or), cp auf das Intervall (0 ; 2 it) zu beschrankei 

wahrend r alle Werte aus (0 ; oo) annehmen kann. 

223. Flachen. I. Eine FlacLe ist geometrisch definiert, wen 
ein KonstruktionsYerfahren angegeben ist, durch das beliebig viel 
ihrer Punkte bestimmt werden konnen. 

Bezieht man eine so definierte Flache auf ein Koordinatensysterc 
so hat die Binheitlichkeit des Konstruktionsverfahrens zur Folge 
dafi zwischen den Koordinaten eines Punktes der Flache eine fur all 
Punkte gleichlautende Gleichung besteht, die man als die G-leichun 
der Flache bezeichnet. 
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Umgekehrt entspriclit einer Gleichung zwischen Jen Koordinaten, 
wenn man sie in eineni System deutet, im allgemeinen eine Fliiche, 
unter Umstanden ein System vou Flachen. 

Diese letztere Aussage soil nun naher erortert werden. 

1. Enthalt die Gleichung nur eine der Koordinaten, lautet sie z. B. 

F(z] = Q, (1) 

so liefert die Auflosung nach jc eine oder mehrere Gleichungen von 
der Form 



x = 



wobei nur reelle Losungen in Betracht gezogen werden sollen-, 
das Gebilde aber, dessen samtliche Punkte ein und dasselbe x haben ? 
ist eine znr #-Acbse senkrechte Ebene; sind rnehrere Losungen vor- 
handen, so bestimmen sie ebenso viele Ebenen dieser Art. 

2. Enthalt die Gleicbung zwei Koordinaten, lautet sie beispiels- 
weise 

F(x,y-)-Q, (2) 

so bestimmt sie ; auf die u;t/-Ebene bezogen ; eine Linie; es geniigen 

ihr aber, da sie z nicht en thai t ; aucb. alle 

Punkte des Raumes, die sicb in Punkte 

dieser Linie projizieren; der Ort solcber 

Punkte ist jene ZylinderlBiaclie, die die ge- 

dacbte Linie zur Leitlinie hat, und deren 

Seitenlinien der #-Acbse parallel sind ; Fig. 101. 

3. Sind alle drei Koordinaten in der 
Gleichung enthalten, hat sie also die Form 

F(x, y, 0) = 0, (3) 

so stelle man folgencle Betrachtung an. Punkte des Raumes, deren 
2 = Cj ist, und die zugleich der Gleichung 




geniigen, liegen auf einer Linie Z 1? die sich in der zur ##-Ebene 
parallelen Ebene im Abstande c t befindet, Fig. 102; in gleicher Weise 
fuhrt die Annahme z = d? 2 zu einer Linie 1 Z) deren x, y der Gleichung 

F(x, y, c 2 ) = 

geniigen ; zu einer dritten solchen Linie Z 8 gelangt man durch die An- 
nahnie z = c 3 usw. Die Punkte aller dieser Linien entsprechen der 
Gleichung (3). Stellt man sich nun vor, daB statt des unstetigen 
tFbergangs von einem' Werte des g zum anderen eine stetige Anderung 
erfolgt, so werden auch die Linien I stetig aufeinander folgen und 
eine Flache beschreiben, deren Punkte der Gleichung (3) genugen. 
Diese Betrachtung gibt zugleich einen Weg an ; wie man sich 

21* 
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eine Vorstellung von der Grestalt einer Flache verschaffen kann, deren 

Grleiehung gegeben ist. 

II. Ist die Grleichung F(x, y, &) =* in bezug auf die Koordinaten 
algebraisch und vom ?^-ten Grade, so wird 
die zugehorige Flache eine algebraiscJie Flache 
n-ter Ordnung (oder n- Grades) genannt. 

Auf Grand der Gleichung (2), 218 ist 
die Kugel als algebraische Flache zweiter 
Ordnung zu bezeichnen. 

224. Linien. Eine Linie im Raume 
erscheint haufig und kann immer aufgefafit 
werden als SchniU zivei&r Fldchen. Ihre 
analytische Darstellung besteht daher in zwei 

koexistierenden Gleichungen zwischen den Koordinaten, hat also im 

allgemeinen die Form 

F(x, y, *) - 




Eliminiert man eine der Koordinaten, so ergibt sich der Ort der 
Projektionen der Punkte der Linie, also deren Projektion selbst, auf 
der Ebene der beiden andern Koordinaten; so bestimmt die Gleichung, 
die aus der Elimination von z resultiert sie heifie 

/ \ ? i// \^ ) 

die Projektion der Linie (1) auf der # #-Ebene. 

Da nun zwei Projektionen im allgemeinen ein Gebilde im Raume 
bestimmen, so sind zwei derartige Eliminationsresultate, etwa: 

(p (x, y) t= ^ 

im allgemeinen geeignet, die Linie im Raume zu beschreiben. 

Die Grleichungen (3) lassen noch eine andere Auffassung zu. 
Nach 223, 2. stellt jede derselben eine Zylinderflache dar, die erste 
eine solche parallel zur #-, die zweite parallel zur y-Achse, und die 
Linie im Raume erscheint als Durchschnitt beider. Es ist aber zu 
beachten, dafi die beiden Zylinderfiachen, zu denen die Linie im Raume 
gefuhrt hat, auBer ihr uoch eine andere Linie gemein haben konnen; 
so schneiden sich die zwei projizierenden Zylinder, die man durch einen 
Kreis im Raume parallel den genannten Achsen legt, im allgemeinen 
noch nach einern zweiten Kreise, und es bedarf einer weiteren An- 
gabe, wenn man den ersten Kreis allein zur analytischen Darstellung 
bringen will. 

Fur die Untersuchung der Flachen sind deren ebene Schnitte von 
besonderer Wichtigkeit. flier sollen zunachst nur die Schnitte mit 
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den Koordinatenebenen betrachtet werden. Man erhalt sie, indera man 
die Gleichung der Flache: F (x, y, #) = 0, der Reilie nach mit x = 0, 
y = 0, g = verbindet. 1st die Gleichung F (x, y, 2) = algebraisch 
vom ;-ten Grade, so werden es im allgemeinen auch die Gleichungen 



F(x, 0, *) - 



sein. Eine algebraische FldcJie n-ter Ordnung scJmeidet also die Koor- 
dinatenebenen im allgemeinen naclt algebraischen Lini&n n-ter Ordnung. 




M 



2. Koordinatentransformation. 

225. Translation eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems. Der Ubergang von einem rechtwinkligen Koordinaten system 
OXYZ, Fig. 103, zu einem andern O'X'Y'Z', das mit ihm paraUel 
und gleich gerichtet ist, ist bestimrnt, 
sobald die Koordinaten # , i/ , # des 
neuen Ursprungs 0' in bezug auf das 
alte System gegeben sind. Zwischen 
den Koordinaten x, y, s und x', y', &' 
eines Punktes 31 in den beiden Sy- 
stemen bestehen dann die unmittelbar 
abzulesenden Gleichungen: 



z. 



O' 



Q. 



P' 



r*x 



Q-T * , mg 10S . 

die den Ubergang vom alten System zum neuen vermitteln; die inverse 
Transformation geschieht durch die Substitution 

z 

X = X XQ > 

y'=y-y (2) 

?'= z V 

226. Rotation eines rechtwink- 
ligen Koordinatensystems. Die ge- 

genseitige Lage zweier rechtwinkligen 

Koordinatensystenie OXYZ, OX'Y'Z', 

Fig. 104, ist bestimmt, wenn die Rich- 

tungswinkeloderdieRichtungskosinusder 

gerichteten Achsen des zweiten Systems, Plg ' 104 ' 

als welches wir das neue ansehen wollen, in bezug auf das erste, das 
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urspriingliehe. gegeben sind. Es seien clemnach 

a i; 1 19 L\ die Richtungskosinus von OX', 

7 n v 

(lt> , t>o '"n J5 U - 1 - ) 



ferner 

x, y, 2 die Koordinaten von M im alten, 

*'', */', *' ;; M neuen System. 

Die Projektion des Linienzugs OQ'P'31 auf die a;-Achse ist die- 
selbe wie die Projektion der Strecke OM auf die namliche Aehse, 
und diese ist x\ man hat also die Gleichung x = a^x' + a%y' + a^z'^ 
ahnliche Gleichungen ergeben sich durch Projektion desselben Linien- 
zugs auf die y- und ^-Achse: man hat also fur den Ubergang voni 
alten zum neuen System die Substitution: 



Zwischen den Koeffizienten dieser Gleichungen bestehen aber ver- 
moge ihrer Bedeutung als Richtungskosinus dreier paarweise zueinander 
seukrechter Geraden die folgenden Beziehungen [220 ; (4.); (221, (3.)]: 

a l + 6 1 + f l = 1 ^28 + ^2 6 fl + C 2 C $ ==* 

fl| + 6| + ^ - 1 (2) a. fll + & 3 6 t + c s c, - (3) 

S + 6 S + C = ! fl l fl 2 + & 1^2 + <1^ = - 

Es ist eine Folge dieser Beziehungen ; da8 

^ + y*+^.y2+^ + ^ (4) 

ist: diese Gleichung driickt die geometrisch evidente Tatsache aus, daB 
der Punkt M vom Ursprung des neuen Systems denselben Abstand 
hat wie vom TJr sprung des alten (218). 

Man nennt eine Transformation der Koordinaten von der Form (1) ? 
bei der also die Transformationsgleichungen in bezug auf beide Systeme 
vom ersten Grade sind ; eine llneare Transformation, insbesondere eine 
orfliogonale, wenn sie durch den Ansatz (4), oder, was das gleiche 
besagt, durch die Relationen (2), (3) gekennzeichnet ist. 

Multipliziert man die Gleichungen (1) der Reihe nach mit a l9 b l9 c i9 
dann mit a 2 , & 2 ? %> schlieBlich mit a s , 6 37 %, und bildet jedesmal die 
Summe ? so ergeben sich mit Riicksieht auf (2), (3) die Gleichungen: 

#' a^x + &!/ + c L 

y' = <* 2 x + b^y + c 2 (1*) 

/-a 8 ;r + Z> 3 2/ + s ; 

welche die inverse Transformation verruitteln. Da die Eigenschaft der 
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Orthogonalitat eine gegenseitige ist, Trie die Gestalt von (4) zeigt, so 
bestehen zwischen den Koeffizienten auch die Itelationen: 



Die Determinante der neun Koeffizienten: 



a* 6 c t 



gibt zum Quadrat (116). 
' <*! + ft? + q 



+ II 



1 
1 



1 



001 

es hangt somit der Wert von R von den speziellen Werten dei 
Koeffizienten nicht ab und kann nur 1 oder 1 sein. Dies hangl 
noch von der Orieiitieniny der Systeme ab. 

Man sagt, das System OX'Y'Z' sei mit dem andern gieicl 
orientiert, wenn man durch Drehung bewirken kann ; daB die gleich 
namigen und gleichgerichteten Achsen sich decken; es kann also danr 
OX'Y'Z' in eine solche Lage gebracht werden, daB 

a^ mm 1 7 6 t = , ^ = 

<7 2 = 7 & 2 = 1 , c 2 = 

und dann ist R = 1 . 

Bei ungleicher Orientierung kann man die ^-Achsen gleichgerichte 
zusammenlegen und dann durch Drehung urn diese gemeinsame Achs< 
auch noch die y- Achsen gleichgerichtet zur Deckung bringen; die #-Achsei 
werden dann wohl auch in eine Grerade fallen, aber ungleich gerichte 
sein; es kann also das System OX'Y'Z' in eine solche Lage gebrach 

werden. daB 

a = 1 , 6i , c t 



und dann ist U 1 . 

Bei gleicher Orientierung der Systeme ist also E 
gleicher Orientierung E 1 . 



1, bei un 
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227. Allgemeine Transformation rechtwinkliger Koor- 

dinaten. Der Ubergang von einem rechtwinkligen System zu einem 
andern, dessen Ursprung die Koordinaten # , # , 2% hat ; und dessen 
Achsen die Richtungskosinus a i: b l? c< (i = 1, 2, 3) besitzen, lafit sich 
als eine Sakzession von Translation und Rotation darstellen; die zu- 
gehorigen Substitutionsgleicliungen ergeben sichdaher durcli Verbindung 
der Gleichungen 225, (1.) mit 226, (l.J und lauten: 



(1) 



Die inverse Substitution geht daraus durcli denselben ProzeB 
heiTor, der in 226 befolgt wurde, und lautet: 



Im Anschlusse an die oben vorgefiihrten Transformationen recht- 
winkliger Koordinaten sei das folgende bemerkt. 

In alien Fallen war die Substitution beztiglich der neuen und alten 
Koordinaten linear. Die Einfuhrung einer solchen Substitution in eine 
algebraische Funktion w-ten Grades aodert an deren Charakter 
nichts ? d. h. fiihrt wieder zu einer algebraischen Funktion des- 
selben Grades. Daraus geht hervor ? daB die Ordnung einer algebraischen 
Flactie unabhangig ist von dem zugi-unde gelegten (Parallel-)Koor- 
dinatensystem ; daB sie also eine der Flache als solcher zukommende, 
eine rein geometrische, Eigenschaft bezeichnet. 

228. Bechtwinklige und Polarkoordinaten. Der Zusammen- 
hang zwischen den rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes und den 
auf dasselbe Achseiisystem bezogenen Polarkoordinaten ergibt sich 
aus Fig. 100. Aus den rechtwinkligen Dreiecken 0PM und OQP 
folgt: 

x = r sin 6 cos 9? 

ij = r sin 6 sin 9 (1) 

# = r cos . 

Die inverse Substitution wird durch folgende Gleichungen ver- 
mittelt ? die sich in leicht ersichtlicher Weise aus (1) ergeben: 



cos ff ,__^^, , sin a? 
* * ' y 
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die auftretenden Quadratwurzeln absolut genommen. Das mittlere 
Gleichungspaar bestimmt <p eindeutig in dem Intervall (0 ? 2?r). 

3. Ebene uiid Gerade. 

229. Die G-leichung ersten Grades. Jede GleicJnmg ersten 
Grades in den Koordinaten x, y, stelH eine Ebene dar. 
Die allgemeine Form einer solchen Gleichuag 1st 

Ax + By + Gz + D = . U) 

Um den Satz zu erweisen, gehen wir von der Gleichung 

x = (2) 

aus ? die samtKche Punkte der y^-Ebene unseres Koordinatensystenis 
und nur diese kennzeichnet ? also eine Ebene darstellt. 

Durch die allgemeine Transformation des Koordinateo systems ge- 
langt diese Ebene in eine allgemeine Lage gegen das neue Koordinaten- 
system ? in welchem ihr ? vermoge der in Kraft tretenden ersten Transfer- 
mationsgleicimug 227 ? (1.), die Gleichung 

tf + ax' + a. 2 y' + a$z' 

zukommt. Sowie sich aber die geometrische Bedeutung der Gleichung- 
(2) nicht andert, wenn man sie mit einer Konstanten Q multipliziert r 
so gilt dies auch von der letzten Gleichung, die dann lautet: 



schreibt man fiir die Zahlen 



die der Bedingung unterliegen ; dafi ihre Quadratsumme $~ sein mufi r 

die Buchstaben ^ n 

Aj f, O 

und fiir QX^ den Buchstaben D, und betrachtet man das neue Koor- 
dinatensystem als das urspriingliche, so gelangt man tatsachlich zu 
der Gleichung (1). 

ITbt man auf (2) statt der allgemeinen Transformation eine Ro- 
tation aus, so geht die Ebene durch den Ursprung des neuen Ko- 
ordinatensystems; da in dieseni Falle X Q , also auch D Jfull ist, so 
entspricht 



By+C*-0 (3) 

einer Ebene ; die durch den Ursprung geht. 

Auf Grund der in 223 gepflogenen Betrachtungen erkennt man 
weiter, daB eine Gleichung ersten Grades , die nur eine der Koordi- 
naten enthalt, eine zur Ebene der beiden andern parallele Ebene dar-^ 
stellt ; also z. B. die Gleichung 

Asc + D-Q (4) 
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eine zur a'-Achse senkreehte Ebene; und daB welter eine Grleichung 
ersten Grades mit zwei Koorclinaten einer Ebene zugehort. die anf 
der Ebene dieser Koordinaten normal steht und zu den beiden andern 
Koordinatenebenen geneigt 1st: so entsprichi der Grleichung 

Ax + By + D - 

eine Ebene, die zur ##-Ebene senkrecht, zur yg- und ##-Ebene ge- 
neigt ist. 

Am Schlusse von 224: ist festgestellt^worden, daB eine algebra- 
ische Flaehe w-ter Ordnung durch eine Koordinatenebene nach einer 
algebraischen Kurve w-ter Ordnung geschnitten wird. Da nun durch 
eine Koordinatentransformation einerseits die Ordnung der Flache 
nieht geandert wird (227), andrerseits die schneidende Ebene in eine 
allgenieine Lage zuni Koordinaten system gelangt, so ist es ein Merle- 
mal der alyelrcrisclien Flachen. da/3 sie (lurch Ebenen nacJi algebraischen 
Kurven der yleichen Ordnung gescliniiteii werdcn. 

230. Anzahl der Konstanten. Gleichung der Ebenen 
durch einen Punkt. Die allgemeine Ebenengleichung 

AJC + By + Ct + D = Q (1) 

^ntbalt vier Koeffizienten, die sich aber auf drei Konstanten reduzieren; 
es geht dies aus der im Gange ihrer Ableitung 229 gemachten Be- 
nierkung hervor ; daB nacli erfolgter Wahl von $ die Koeffizienten A, B, C 
einer Bedingung unterliegen, leuchtet aber auch daraus ein, daB man 
durch einen Koeffizienten dividieren und die drei entstehendeu Koeffi- 
zientenTerhaltnisse als neue Konstanten einfiihren kann. 

Daraus tblgt, claB durch drei Bedingungen eine Ebene im all- 
gemeinen (ein- oder niehrdeutig) bestimmt ist. Sind ihr weniger als 
drei Bedingungen auferlegt, so bleibt eine Unbestimmtheit iibrig, die 
zur Folge hat, daB man zu eineni unendlichen System von Ebenen 
gefuhrt wird, die den Bedingungen geniigen. 

Wird von der Ebene verlangt, sie solle durch einen gegebenen 
Punkt J/^Ui z/i/^i) g^hen ? so vermindert sich die Zahl der Konstanten 
urn eine, und es bleibt eine zweifache Unbestimmtheit iibrig; denn die 
Forderung fiihrt zu dem Ansatze 

J^+B^+O^ + D-0, 
und bei seiner Subtraktion von (1) entfallt D; die entstandene Glei- 

Chung A(x - x, i + B(y - &) + C(t - ^) - (2) 

enthalt nur mehr drei Koeffizienten, also zwei Konstanten. 

Die Gesamtheit der Ebenen durch einen Punkt M l nennt man 
einen Ebeneribundd, M seinen Trager; (2) ist also die Gleichung 
eines Ebenenbtindels. 

231. G-leichung der Ebene, die durch drei gegebene 
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Punkte geht. Soil die Ebene auBer durch M l noch durch di< 
Punkte l/ 2 ('# 2 /i/ 2 /#. 2 ) und M^(x z jijJg^ gehen, so gilt es, aus den 
Ebenenbiindel (2) diejenige Ebene auszulosen, die dieser Forderum 
genugt; fur sie mufi notwendig 

A(x<> - xj + -BQ/o - ft) -f- C(* s - *i) - 
A(x B - ^) + B(y 3 - ^ + C(> 3 - ^) = 

seiu. Durch dieses Gleiehungspaar sind die Yerhaltnisse der Koeffi 
zienten, diese selbst also bis auf einen konstanten Faktor, der x heiBei 
nioge ? bestiunnt; es 1st namlich 



Ik - 



Denmach lautet die Gleichung der verlangten Ebene: 



X 2 XL y* ft 

+ V^ *l) ^ 7 ( d 

B* - ^i % 2/i 
klirzer geschrieben 

a? - ^ y - ft ^ ^ 
|^2-^i %-2/i ^1 ^1 -0, 

!0-i 2/8-2/1 ^8 ^' 
und nach einer weiteren Uniformung (107): 

x y & 1 

^i2/i%l =Q (v 

%Z 2/2 % 1, 
8 2/3 ^3 1 I 

Fiir die Durchfiihrung in speziellen Fallen ist die Foi*m (3) be 
sonders geeignet. Soil beispielsweise die durch 

Jfi(6/ 2/-1) 
3f 1 (4/-2/ 8) 
Jf,(5/-l/-2) 

geliende Ebene bestimmt werden, so bilde man die Differenzen au 
den Koordinaten des zweiten und dritten Punktes gegendber dem erstei 

-2 -4 4 
-1-3-1 
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und aus dieser Matrix die drei Deterininanten zweiten Grades: 

16-6 2; 
dann ist 

und in endgiltiger Form 

8# 3y + s 41 = 

die Gleichung der Ebene. 

232. Segmentgleichung der Ebene. Eine Ebene, die durch 
den Ursprung des Koordinatensystems geht, schneidet die Koordinaten- 
ebenen nach drei Geraden, die ebenfaUs im Ursprung sich schneiden. 
Bei allgemeiner Lage der Ebene bilden aber diese Schnittlinien ein 
Dreiseit, das Spurendreiseit, dessen Ecken A, B, G, Fig. 105, in den 
Achsen liegen. Die Abstande des Ursprungs von diesen Eckpunkten, 
als relative Strecken aufgefaBt, nennt man die Achsensegmente der 
z, Ebene; sie mogen mit a, &, c bezeichnet 

werden. 

(f Die Gleichung der Ebene mit diesen 

Segmenten als Konstanten darstellen kommt 
darauf hinaus, die Gleichung der Ebene zu 
bilden, die durch die drei Punkte 

J.(a/0/0) 
5(0/6/0) 




Fig. 105. 

geht. Wendet man hierauf das eben erklarte mechanische Verfahren 
an, so gelangt man zuerst zu den Koordinatendifferenzen 

- a I 

a c, 
dann zu den Determinanten 

be ac ab 

und schlieBlich zu der Gleichung der Ebene 

bcisc (i) ~{- CGiU -} (ibis = : , 
die nach Division durch abc die Gestalt 

*^ i y i ^ 1 /i \ 

+ b + c = l W 

annimmt. 

Um die allgemeine Gleichung 

Ax + By + Cs + D = 
auf diese Form zu bringen, hat man durch D zu dividieren*, mit- 
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hin driicken sicli die Segmente clurcli die Koeffizienten wie folgt aus: 

a = ~\i l = -ll> C = ~ D C' ( 2 ) 

Beispielsweise liat die Ebene 2x 8y + 4z + 12 = die Seg- 
mentgleichung 

- x 4- y + Z -1 

-6 ^ 4 +3 > 

aus der man sich liber die Lage der Ebene rasch orientiert. 

233. Hessesche Normalgleichung. Zur Unterscheidung der 
beiden Seiten einer Ebene ; die nicht durch den Ursprung geht, kann 
man ihre Lage gegen diesen beniitzen. Wir setzen fest ; die vom 
Ursprung abgewendete Seite gelte als die positive, die ihm zugewenclete 
Seite als die negative. 

Darnach kann nun auch die Normale der Ebene in bestimmter 
Weise gerichtet werden. Als positive Bichtung der Normalen gelte 
diejenige, die von der negativen Seite der Ebene zur positiven ver- 
lauffc: die positive Normale durch den Ursprung geht also von diesena 
gegen die Ebene hin. 

Bei einer Ebene, die durch den Ursprung geht, muB hiertibei 
eine besondere Pestsetzung getroffeu werden. 

Man kann nun zur Beschreibung einer Ebene die Bichtungswinkel 
oder Richtungskosinus ihrer positiven Normale und die absolute L'ange 
des vom Ursprung zu ihr gefuhrten Perpendikels beniitzen. 

Sind a, ]3 ; y die Richtungswinkel der positiven Normale ;? 
Fig. 106, ist p die absolute Lange des 
Perpendikels ON und bezeichnen a, & 7 c die 
Achsensegmente, so gelten unter alien Um- 
standen die Ansatze: 

p = a cos a = 6 cos ft = c cos v. 

Erweitert man also in der Segment- 
gleichung 

x 4. y V * i 

a + b + 7 "" L 

die Grlieder der linken Seite der Reihe nach mit cos, cos/3, cosy 
so geht sie unter Beachtung der vorstehenden Relationen iiber in 

x cos a + y cos /3 + g cos y p = 0. (1] 

Diese Grleichu-ngsform der Ebene wird als deren Hessesclie Normal- 
gleichung bezeichnet. 

Um die allgemeine Gleichung 

Ax + By 4- Cz + I) = (2; 

auf diese Form zu bringen, hat man sie mit einem derart gewahlter 
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Faktor /* zu multiplizieren, da8 



sei, dainit A A, kB, 1C die Kosinus einer Geraden vorstellen; die 
positive Richtung dieser Geraden hangt davon ab, ftir welchen der 
beiden Werte von 



man sich entscheidet; hier steht aber die Wahl nicht mehr frei, weil 
xl), das die Bedeutung von p hat, negativ sein mufi; mithin ist 

= sgn D (4) 

zu nehmen. Hiernach lautet die Gleichung der obigen Ebene (2) 
in Hessescher Normalform: 



sgn D y J. 2 " + ^ s + C 2 * V ; 

Beispielsweise kommt der Ebene 2x 3j/ 5^ + 6 = die 
Hessescbe Nornialgleicliung 



1/38 
zu, aus der man unmittelbar abliest: 

2^3 5 6 

cos a = ==L , cos p = _ . eos y - - . = - 
1 38 y38 1/38 138 

234. Abstand eines Punktes von einer Ebene. Die Ebene 
sei durch ihre Hessesche Normalgleichung 

x cos a + y cos /J + # cos y ^ = 0, (1) 

der Punkt, J/ , durch seine Koordinaten X Q , y Q , 8 Q gegeben. Er kann, 
ZL wenn er nicht in der Ebene liegt, auf der 

' positiven oder negativen Seite derselben 

liegen; die Bestimmung des Abstandes soil 
so geregelt werden, da6 sieh dieser Lagen- 
unterschied im Yorzeichen ausdriickt. JDies 
wird in folgender Weise erreicht. 

Projiziert man den Linienzug Q^P^M^^ 
Fig. 107, dessen Seiten die relativen Langen 
x Q , y Q , ^ besitzen und mit n der Eeihe 
ilg ' 10 '' nach die Winkel a, /3, y oder deren Supp- 

lemente einschliefien, je nach der Richtung der Strecken Q Q , Q Q P Q , P Q M Q j 
auf tij so hat die Projektion OM unter alien Umstanden die relative 
Grofie 

OM^a 




und zwar fallt sie -positiv oder negativ aus, je nachdem OM die 
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Richtung von n hat oder die entgegengesetzte. Subtrahiert man 
hiervon p, so ergibt sick der Abstand 6 des Punktes J/ von der 
Bbene mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, je naehdem J/^ 
auf der positiven oder negativen Seite der Ebene liegt: es ist also 
in it dieser Unterscheidung 

6 = X Q cos + i/ cos ft + z' Q cos 7 p. (2) 

Ersetzt man also in der linlten Seite der Hesseschen Sormnl- 
gleicliung einer Ebene die verandertichen z, y, z durcli die Koordinaten 
irgend tines Punktes, so ergibt der Ausdruck den Abstand dieses Punldes 
von der Ebene, und swar mit dem positiven oder negativen Zeichen, 
je nachdem der Punlti auf der positiven oder negativen Seite der Ebene 
liegt 

Ist die Grleichung der Ebene in der allgemeinen Form 

Ax + By+Cjc + D = Q (3) 

gegeben, so hat man sie nach dem in 233 angegebenen Verfahren in 
die Normalforni tiberzufiihren; darnach erhalt man 

g = Ax, + y Q + Cz, + D 



Von der Ebene 2x y 7^+6 = haben die Punkte P 1 ( 3 /4 / 5), 
P 2 (4/ - 2/ - 1) folgende Abstande : 

, 13 23 



es liegt als P 2 auf derselben Seite der Ebene wie der Ursprung, P^ 
auf der entgegengesetzten. 

235. Bauminhalt eiues Tetraeders. Es seien vier Punkte 
durcli ihre Koordinaten gegeben: 

*})> i- 1,2, 3,4; 



man soil das Volumen des Tetraeders bestirnmen, dessen Eckpunkte 
sie sind. 

Wahlt man das Dreieck Jf 2 J/ 3 Jf 4 als Basis, bezeichnet seine ab- 
solute Flache mit J, den Abstand des vierten Punktes M 1 von der 
Ebene dieses Dreiecks mit 8, so kann man fur den Inhalt die Formel 

J-H (1) 

ansetzen-, dadurch ist J als eine relative Grofie dajrgestellt, deren Vor- 
zeichen mit dem Vorzeichen des 8 ubereinstimmt. 

Schreibt man die Gleichung der Dreiecksebene 3/ 2 I/ a .M 4 in der 
Form 231, (3*): 
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\xysl, 

#8 2/3 ^8 1 ' 

I 

XA It* 2 A 1 

4 c/4 4 i 

bezeicbnet die Koeffizienten von x, y, 2 mit d yx , d zx , 4 xy und das 
absolute Glied mit ^, so ergibt sich nach der Vorschrift voi 
233, (5): 



2/4 



Nun aber bedeuten 

! 2/2 ** 1 



X* 2/2 
^32/3 



die doppelten Lialte der Projektionen des Dreiecks Jf 2 Jf 3 U 4 an 
den Ebenen y& } zx, xy (181); diese Projektionen ergeben sich abe 
anch. durcb. Multiplikation von d mit den Richtungskosinus dei 
Normale von JLT 3 JLT 3 



LT 3 Jkf 4? infolgedessen ist 
Setzt man dies in den Ausdmck fur d und diesen sodann in 
Oleichung (1) ein, so wird 



e7 sgn^-l 



.1 



darin ist 



Fallt der Punkt Jfcfj in den Ursprung, so gibt die Pormel far 
J den Inhalt des Tetraeders aus Jf 2 ,Jf s , Jlf 4 und ; namlich 

( o o o i 



3 2/3 *3 1 
I #4 2/4 *4 1 ' 

der bei den getroffenen Festsetzungen notwendig negativ ausfallt. 
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Ein neues zeichenbestimmendes Moment fur J ergibt sich ? wenn 
man auf der positiven Seite der Ebene M%M%3I eine positive 
Drehungsrichtung annimmt und nach dieser das Vorzeichen von A 
bestimmt (181). Setzt man 

X l ft 2, 1 



so gibt die Formel den Rauminhalt des Tetraeders je nach seine] 
Anordnung gegen das Koordinatensystem positiv oder negativ; eii 
spezieller Fall wird dariiber naheren AufschluB geben, Yerlegt mar 
M nach 0, M%, J}/ 3? J/ 4 in die positive x- } bzw. y- und ^-Achse ir 
den Abstanden a, 6, c vom Ursprung (a>0, & > 0, 0>0), so gib 
die Formel (2) 

0001 

aO 1 = 
' /== * 60 1 ! "" 
c 1 

also ein negatives Resultat; das Dreieck Jf 2 31" 3 Jf 4 zeigt jetzt, von ( 
aus betrachtet, den entgegengesetzten Umlaufsinn des Uhrzeigers 
wahrend es von der positiven Seite der Ebene aus gesehen, dei 
Drehungssinn des Uhrzeigers selbst aufweist. 

Es gibt also die Formel (2) den Inhalt des Tetraeders positrv 
wenn von M 1 aus der [Jmlaufssinn von J/ 2 3f s Jlf 4 als & 

der des Uhrzeigers erscheint, im andern Falle negativ. 1 ) 

236. Winkel zweier Ebenen. Solange die 
Seiten der Ebenen nicht unterschieden, ihre Normalen 
also nicht gerichtet sind, kann von einem bestinimten * 
Winkel der Ebenen nicht gesprochen werden. Hat Plg - 108 
man aber fiir jede Ebene die positive Seite und damit fur ihr 
ISTormale die positive Richtung festgesetzt, dann soil unter dem Winke 
der beiden Ebenen der (hohle) Winkel ihrer positiven Normalen vei 
standen werden. 

Halt man an den Festsetzungen in 233 fest, und sind die Ebene 
in der Normalform 



1) Diese Hegel gilt fur die hier gewahlte Orientierung des Koordinater 
systems, bei der vora Ursprung aus betrachtet die positive as-, y- und .z-Achse ii 
umgekehrten Sinne der Uhrzeigerdrehung aufeinander folgen; andert man di 
Orientierung nach der Arb der Fig. 108, so kehren sich die Angaben urn. (Vg 
0. Staude, Analyt. Geometrie etc., Leipzig 1905, p. 151 ; . 

Czuter, Hohere Mathematik. 22 
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x cosc^ + y cosft + g cos % p = (1) 



. (2) 

geseben, so hat man fur den definierten Winkel unmittelbar den 

o o / 

Ansatz (221): 

cos CD ~ cos^costfg -f cos/^ cos/3 3 + cos^ cos^ 2 . (3) 

Von da aus gestattet auch der aJlgemeine Fall, dafi die Ebenen 

durch 

(4) 

0, (5) 

gegeben sind ; einfache Erledigung; man denke sich diese Grleichungen 
auf die Normalform zuriickgefiihrt nnd hat dann 

. . C6) 

^ ; 



sgn J>! D g ]/(A\ + B\ + CD (A% 
daraus berechnet sich 



sm-co = 



und schliefilich (116) 



die Warzel positiv genommen, weil co ein hohler Winkel ist. 

Lafit man in der Formel (6) den Zeichenfaktor weg ; so bestiinmt 
sie einen der Winkel der ungerichteten Normalen; Formel (7) bestiinmt 
beide als suplementare Winkel. 

Fur die Ebenen 



ergibt sich beispielsweise 

i 

COS GJ => 



y870 

und co = 9156'34",4 als Mafi des Keils, dem der TJrsprung nicht 
angehort. 

237. Senkrechte und parallels Ebenen. Aus den eben ab- 
geleiteten Formeln lassen sich die Bedingungen ablesen, unter welchen 
zwei Ebenen 

A.x + S^ii + C^ + D^O (4) 

A 2 x + J3 2 # + C 2 ^ + D 2 - (5) 

aufeinander senkrecht stehen, beziehungsweise parallel sind. 

Formel (6) zeigt, daB die Ebenen aufeinander senJcrecM stehen^ 
wenn 

2 ^0 } (8) 
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well dann und nur dann cos 05 = 1st; nnd Formel (7), dafi sie pc 
rdllel sind ? wenn 

4i __ B i __ C /c 

A "I?, ~<V v 

well dann und nur dann sin o> = 1st. 

Auf Grund dieser Merkmale erkennt man also die Ebenen 
Sx 2y + 20 I = 
4# + 4y 2# + 3 
als aufeinander senkrecht, die Ebenen 

2x 3# - + 4-0 

- 4# + 6y + 20 5 = 
als parallel. 

238. Ebenenbiischel, bestimmt durch zwei Ebenen. Zw 

Ebenen 

E, = A,x + ^2/ + 4* + A - (- 



bestimmen einen Ebenenbiiscliel als Gesamtheit der Ebenen ? die durc 
ihre Schnittlinie gehen. Alle diese Ebenen sind in der Grleiehung 



enthalten. In der Tat stellt diese Gleichung 7 weil yom ersten Grs 
in x, y, 8, eine Ebene dar ? und da sie durch jeden Punkt befriedij 
wird ; der (1) und (2) zugleich erfiillt, so enthalt die Ebene die g 
meinsamen Punkte der Ebenen E 1} E^ geht also durch deren Sennit 
linie. Durch Spezialisierung des Parameters >L wird eine bestimm 
Ebene aus dem Biischel herausgehoben: bei Jl = ist es die Ebene E 
bei I = oo die Ebene E%. 
Die drei Gleichungen 

JSi 0, JS's-O, i Ai? 2 =-0 

haben die Eigenart ; dafi sie nach Multiplikation der ersten mit 
und der zweiten mit /I zur Summe eine identische Gleichung habei 
man kann diese Bemerkung dahin verallgemeinern, dafi drei Ebene 
E 1} E 2 , E 3) zu deren Gleichungen sich Multiplikatoren t a 1? ^ 4 u. 8 b 
stimmen lassen derart, dafi 



ist, durch eine Gerade gehen. Denn ? aus dieser Identitat folgt 
J? 3 -- ftl Et-^-Eo, 

3 Pa 1 -Ps -? 

somit ist #3= gleichbedeutend mit -- 1 - E l + "- J5 2 = oder E 1 
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weim I gesetzt wird; das heifit aber, dafi E B dein Biische 

. u i 
der Ebenen E^ E. 2 angehort. 

Durch eine Bedingung ist eine Ebene des Biischels bestimmt. 

Verlangt man diejenige Ebene ; die durch den Pimkt -M" (^o/2/o/^o 
gent, so bestimmt sich I aus der Forderung 

A^ +S,y Q + C^ + D - l(A^ + J5 2 2/o + <Vo + A) - 0, 
die Gleichung der betreffenden Ebene kann also in der Form 
C^ + D, A 2 x + B,y+C,0 + D, =Q 
+ C^ + D! A 2 x +B,y Q +C^ +D 2 

geschrieben werden. 

Soil diejenige Ebene des Btischels bestimmt werden, die zu de 
Ebene 

Ax + B^J+ Cs + D=*Q (5 

senkrecbt steht, so bat man die Bedingung fur die senkrechte Stellun) 
der Ebenen (3) und (5) aufzustellen, die da lautet: 

(At-lAJA + (B^-lB^B + (Q- AC a )C- 0; 
bringt man sie in die Gestalt 

AA^ + BB + CC : - l(AA^ + BB 2 + CC 2 ) - 0, 
und eliminiert aus ihr und (3) den Parameter, so ergibt sich 

DZ = 
z sC, ( 

als Gleichung der verlangten Ebene. 

239. Teilungsverhaltnis im Ebenenbiischel. Die beide 
Grrundebemn des Btischels seien in der Hesseschen Normalform gegeber 

H^ = x cos a x + y cos & + z cos % p 1 = (1 

j? 3 = x cos tf 2 + It cos ]3 a + ^ cos y 2 p% = 0; (2 

dann ist 

-5";. - fii ~ ;. J? 2 =0 (3 

die Gleichung des Biischels. 

Die Grundebenen teilen den Raum in Tier Winkelraume, die sic 
in zwei Paare einander gegeniiber liegender Raume unterscheiden lassei 
wofem keine der Ebenen durch den Ursprnng geht: jenes Paar, der 
der Ursprung angehort, heiBe der innere, das andere der aufiere Winke 
raum. Dem inneren Winkelraum wenden beide Ebenen gleichartig< 
dem auBeren ungleichartige Seiten zu. 

Ist HI eine lestimmte Ebene des Biischels und M(x/y/#) eine 
ihrer Punkte, der nicht zugleich j5T t und H 2 angehort, so haben di 
Ausdrucke j^, H% mit seinen Koordinaten geschrieben die Bedeutun 



Teilungsverhaltnis im Ebenenbiischel. 



der relativen Abstande 6 



des Punktes M von den Grundebent 
des Biiscliels, somit gilt in Beziehung auf diesen Punkt die Grleicliun 



l} 



aus der 



folgt; y ist aber auch das Sinusverhaltnis der Flachenwinkel, 
welche die Ebene H-, den Flaehenwinkel (H^H^) teilt, so daB au< 



1st, Pig. 109. 

Durchsetzt J?^ den inneren Wirkel- 
raum ; so sind S 19 (J 2 gleich bezeicbnet, I 
daher positiv; durchsetzt H ? den aufieren 
Winkelraum, so sind <J 1? <J 2 ungleich be- 
zeichnet, Jl also negativ. 

Sind insbesondere <J 1; <J 2 dem Betrage nach gleich, so halbit 
die Ebene H^ den betreffenden Winkelraum und ist im innern Rani 
durch. ^ = 1 ? im aufieren dureh >l = 1 gekennzeiclinet, so daB t 
Grleichungen dieser zwei winkelhalbierenden Ebenen symboliscli 




zu schreiben sind. 

Bei der allgemeinen Darstellung der Grundebenen: 







hat man sick zu eriunem, daB 



CJ - - sgnD, y^LJ 

ihre Normalformen sind; infolgedessen sctreibt sicb die Gleichung 

E^E! 

nunmehr so*. 



- J3il/^+ ^ + (% - Asgn A JST,!/^ + J^ + Q =0, 

und es hat jetzt A die folgende Bedeutung: 

/ 



. 

sgn JD a |/3n- 5 J "+ C| sin ( JJA 4) " 

Die Gleichungen der winkelhalbierenden Ebenen aber lanten in sy 
bolischer Schreibweise: 
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E, E, 



sgn D t y A\ + JBfHfc sgn D 2 y 11 -j- BI + d 

-C\ TJ< 

, = 0. 



0, (10) 



24O. Ebenenbiindel, bestimmt durcb. drei Ebenen. Drei 

Ebenen 



C^ + D 2 = (2) 

C^ + D 3 = (3) 

bestimrnen einen Ebenenbundel als Gesamtheit der durcli ihren genieiii- 
samen Punkt gelienden Ebenen. Alle diese Ebenen sind in der mit 
den unbestimmten Multiplikatoren ^ p gebildeten Grleiclmng 

E!- A^-^JSj-O (4) 

enthalten: denn diese Gleichung stellt bei jedem ^ ^ eine Ebene dar 
und wird durch dasjenige Wertsystem x, y, befriedigt, das den 
Gleich-ungen (1) ? (2), (3) zugleich geniigt. 
Die vier Gleiclmngen 

Et-0, ^ 2 = ? J5 8 0, ^-^2-^^3=0 

geben, naclideni in an die erste mit 1, die zweite und dritte mit A, 
bzw. ft- multipliziert hat, zur Summe eine identische Gleiehung. TJni- 
gekehrt, besteht zwischen vier linearen Funktionen E ly E. 2 ? ^&? E 
yon #, y, $ eine identische Gleichung yon der Form 

K^EI + %E 2 + sJB 8 + ^^4= 0, 

so laBt sich eine der Tier Gleichungen 5^=0, z. B. ^=0, durch 
die andem in der Gestalt (4) darstellen; denn aus der Identitat folgt 






mid die Gleichung JE ist hiernach gleichbedeutend mit 



wenn A * = l^ ^ = p gesetzt worden ist. 

5t t X x 

Man kann also sagen: "FPemz sich mi den GleichungenH i ^O(i= 1,2 ; 3,4) 
von vier Ebenen Midtiplikatoren x 1? %%, ^ 3 , x 4 lestimmen lassen der art, 

<W ^E, + *,E, + *>E B + * 4 E 4 = 

ist, so gelieu die vier Ebenen durch einen PunU. 

241. Beispiele. 1. Die Halbierungsebenen der Flachenwinkel 
eines Dreikants schneiden sich in einer Geraden. 

Ordnet man das Koordinatensystem so an, dafi sein Ursprung im 
Innern des Dreikants liegt ; und sind 
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die Hesseschen Normalgleiehungen der drei Seiten, so sind 



,- JT 8 -0 



die Halbierungsebenen der inneren Winkelraume, die durch die dre 
Seitenpaare bestimmt sind, und da ihre Summe eine identiscke Glei 
chung ergibt, so gelien diese drei Ebenen durch eine Gerade. 

2. Die Halbierungsebenen der Flachenwinkel eines Tetraeders 
schneiden sich in einem Punkte (Mittelpunkt der dem Tetraeder ein 
geschriebenen Kugel). 

Der Ursprung sei wieder im Innern des Tetraeders und die Seiten 
flachen mogen ? in HessescherNornaalform gesclirieben ? die Gleichungei 

fli-0, J? 2 =0, H,= Q, HI-Q 
besitzen. 

Bringt man die vier Seitenflaehen in irgend eine Reihefolg 
a, /3, y 9 d ? so sind damit vier Kanten (a|3), (/3y), (V<5), (dec) bestimml 
die einen zusammenhangenden sich schlieBenden Kantenzug bilder 
und die Halbierungsebenen langs dieser Kanten schreiben sich: 



da die Summe dieser Gleichungen identisch verschwindet, so gehe: 
die vier Ebenen durch einen Punkt. Diesem Punkt kommt aber di 
von der Wahl der Reihenfolge unabhangige Eigenschaft zu, daB er voi 
alien Tetraederseiten gleichen Abstand hat; denn irn Sinne der letztei 
Gleichungen ist, mit seinen Koordinaten geschrieben: H a =*Hp=H v =* H d 
folglich gehen durch diesen Punkt alle sechs Halbierungsebenen. 

3. Die Halbieruagsebenen von drei inneren Flachenwinkeln eine 
Tetraeders schneiden sich mit den Halbierungsebenen der aufiere 1 
Flachenwinkel an den drei iibrigen Kanten in einem Punkfce (Mittel 
punkte der dem Tetraeder angeschriebenen Kugeln). 

Die Anordnung des Koordinatensysterns geschehe wie vorhin. Di 
Halbierungsebenen der inneren Flachenwinkel zwischen den Seitei 
H (t , H, H y haben die Gleichungen 



fi.-JL-O; 
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die Halbierungsebenen cler auBeren Winkel an der Seite H d sind claim: 



Kombiniert man korrespondierende Paare aus beiden Tripeln, 
also z. B. 



so 1st leicht zu erkennen, daB die betreffenden vier Ebenen durch 
einen Punkt gehen; man braucht nur jeweilen die letzte Gleichung 
mit 1 zu multiplizieren, nm eine identische Summengleichung zu 
erhalten. Nun hat aber der Schnittpunkt eine von der Wahl der 
Paare unabhangige Eigenschaffc; denn im Sinne der letzten Ansatze 
ist, mit seiuen Koordinaten gesckrieben, H a = H$= H y ^H$; folg- 
lich gehen alle seeks Ebenen durch diesen einen Punkt. 

242. Die G-erade als Schnitt zweier Ebenen. Der geome- 
trischen Tatsacbe, dafi zwei Ebenen sich nacb. einer Greraden scbneiden, 
entspricht die Aussage, daB zwei Gleicbungen ersten Grades in x, y, z\ 

C^ + D^O | 

C t z + Dt = I ( } 

eine Gerade bestimmen. Jede der Gleicliungen, fur sich betrachtet ; 
stellt eine Ebene dar ; mid indem sie als koexistent aufgefaBt werden ; 
geniigen ihnen die Koordinaten solcner und nur solcher Punkte ; die 
beiden Ebenen angehoren, also der Punkte einer Geraden. 

243. Die G-erade, durch ihre Projektiorien dargestellt. 
Leitet man aus den Gleichungen (1) durch. Elimination von y eine 
neue Gleichung ab ; so geniigen dieser die Projektionen der Punkte 
der Geraden auf der ##-Ebene, folglich stellt sie diese Projektion selbst 
dar; ebenso liefert die Elimination von die Gleichung der Projektion 
der Geraden auf der xy -Ebene. 

Diese Gleichungen aber lauten: 

(A,S, - A^}x ~ &<), - JB,C\-) g - (S, A - S, A) - 
+ (B, C, - S, C,}y - (C.D, - C, A) = ; 



ist B i C 2 B 2 Q 4= 0, so nehmen sie nach Division durch diesen Koeffi- 
zienten die Gestalt an: 

f = <YVI ff _L_ M \ 

( 2 ) 
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Wenn hingegen S i C^ S^ = 0, so ergeben beide Eliinnations- 
prozesse ein und dieselbe Gleichung Ton der Form x = w, die aber 
in verschiedenen Koordinatenebenen zu deuten ist: beidemal, sowohl in 
der 8X- wie in der #y-Ebene bedeutet sie eine zur #- Achse senkrechte 
Gerade; diesmal ist die Geracle im Raume durch die genannten zwei 
Projektionen nieht bestimmt, es muB die dritte Projektion herangezogen 
werden, die sich durch Elimination yon x aus (1) ergibt. 

Nacn dem erlauterten Vorgange findet man beispielsweise, da6 
das Ebenenpaar 

2x $y 4s + 5 = 

3a?+ y- 2^ 3 = 
eine Gerade mit den Projektionen 



darstellt, das Ebenenpaar 

3^ + 22/ + 4^-2 = 
4^ + 3y + 6* + 5 = 

aber eine Gerade, deren Projektion auf der $x- und .r^/-Ebene di< 
Gleichung 

#=16, 

auf der ^/^-Ebene aber die Gleichung 

* iy-? 

besitzt. 



t. Gerade durch einen. Punkt. Hebt man in der Geraden 
die durch das Ebenenpaar 

T> n . i n i 71 c\ \ 

(i 

bestimmt ist, einen Punkt J^oC^o/2/o/^o) teraus, so kann mit seine 
Hilfe dasselbe Ebenenpaar auch dui*ch die Gleichungen (230) 

(2 

dargestellt werden; diese Gleichungen aber bestimmen die Verh'altniss 
yon X-X Q , y-y , z-z^ indem (122, 7.) 

t-y* ~ y -*~o 



bezeichnet man die Neuner mit jp, q, >*, so hat man in 
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eine weitere DarsteEung der Geraden. Weil bei einer Geraden ; di 
dureh einen gegebenen Punkt gefiihrt wird, nur noch die Richtunj 
frei bleibt, so sind die JSTenner p, #, r bestimmend fur die Richtunj 
der Geraden. Bei unbestimmtem p y q, r sind in (3) alle Geradei 
durch den Punkt M Q enthalten, ihre Gesamtheit heiBt ein Geradenbiinda 

In dem Ansatz (3) sind zwei voneinander unabhangige Gleichungei 
enthalten; die drei Gleichungen, die sich daraus ablesen lassen ; be 
stimmen die Projektionen der Geraden auf den drei Koordinatenebener 

Um z. B. die Gerade 

^ + 3^ 2^ 7 = 
2x 4ty z 2 = 

in der Form ('3) darzustellen, mufi erst ein Punkt auf ihr bestimm 
werden; nimmt man o; =0 (oder sonst beliebig) an, so hat man zu 
Berechnung von y 0? # die Gleichungen: 



aus denen sich y^^l, ^ = 2 ergibt; die Nenner sind die Deter 
minanten zweiten Grades aus der Matrix 

1 3 -2 

2 -4 -8; 
znithin lauten die Gleichungen: 



17 



10 



Parametrische Grleichungen der G-eraden. Die dre 

Quotienten ? die in den Gleichungen (3) auftreten ? andern ? wahrend de 
Punkt Mty/y/g) die Gerade durchlauft, ihren gemeinsamen Wert 
bezeichnet man diesen mit it, so lost sich der Ansatz (3) in di< 



Gleichungen auf: 




ru. 



Pig. 110. 



Diese Darstellung der Geraden heifi 
eine paranietrische, weil die Koordinatei 
des laufenden Punktes der Geraden aL 
Funktionen des veranderlichen Parameters u gegeben erscheinen. 

Eine andere parametrische Darstellung ergibt sich durch folgend< 
Beti-achtung. Bezeichnet man den variablen Abstand des laufendei 
Punktes M, Fig. 110 ; von dem festen Punkte M Q mit s, dabei s aL 
relative Grofie auffassend, die posit iv ist, wenn die Strecke M Q M mi 
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der Geraden gleicli gerichtet ; negativ, wenn sie entgegengerichtet ist, 
so ergeben sich durch Projektion der genannten Strecke auf die 
Aehsen folgende Beziehungen: 



s cos a 



z = s cos y ; 

dabei sincl cos a, cos/3, cos^ die Richtungskosinus der gerichteten 
Geraden. 

Dies fiihrt zu der folgenden parametrischen Darstellung der Geraden: 

x = XQ + s cos a 



* ** -o + s cos ^ 
Aus den beiden Darstellungsweisen (4) und (5) schlieBt raan aui 

jpw = scosa 

gw == ^ cos /3 
?*w = s cos y , 



woraus sich 
und weiter 



cos 



ergibt. 

Hiermit sind die Richtungskosinus der durch die Grleichungen (3) 
dargestellten ungericliteten Greraden bestimmt, so lange man beztiglich 
des s keine Wahl trifffc; entscheidet roan sich fiir einen der beiden 
Werte +1 oder 1 ; so ist damit eine Richtung als die positive fest- 
gesetzt. 

Als Beispiel diene der folgende Fall. In der Geraden 



3 



soil jene Richtung als die positive gelten, die mit der positiven 
#-Achse einen spitzen Winkel bildet; es sind ihre Richtungskosinus 
und ihre Richtungswinkel zu bestinimen. 
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Da nacli dieser Festsetzung cosy notwendig positiv ist, hat man 
= 1 2 u nehmen; die Richtungskosinus sind also: 

4 13 

cos a = ~~, _ , cos /3 = -- -= , cos y = - - -_ , 

5 1/2 |/2 



die Winkel selbst: a - 12427' ? - 135, y = 6453'44". 

246. Anzahl der Konstanten. G-erade durch zwei Puukte. 

Die einzelnen Darstellungsformen der Geraden unterscheiden sick von- 
einander durch die Zahl imd Bedeutung der in ihnen auftretenden 
Konstanten. Nieht immer sind diese samtlich unabhangig voneinander 
und nicht immer sind sie auf die kleinste Anzahl reduziert. So ent- 
halt die Darstellung (242 ; 1.)' sechs Konstanten, aber durch den in 
243 ausgefiihrten EliminationsprozeB sind sie auf vier reduziert; in 
der Form (244, 3.) erscheinen auch sechs Konstanten; doch kann aus 
der Gruppe # , i/ 0? ^ eine willkurlich angenomruen werden, und die 
Gruppe p, q, r lafit sieh auf zwei Konstanten reduzieren ; z. B. auf die 

Yerhaltnisse * . 

P P 
Die Jdeinste Zahl imaWidnngiger Konstanten, mit deren Hilfe sick 

eine Gerade im Eaume analytisch darstellen la/3t, betragt mer. 

Da zwei unabhangige Gleichungen vorhanden sind, so ist im 
allgemeinen eine Gerade durch zwei Bedingungen bestimmt. 

Der einfachste Fall ist der einer Geraden durch zwei gegebene 
Punkte J/iCa?!/^/^), J^C^/fe/^)- 

Der Biindel der Geraden durch J/j ist in den Gleichungen 



p q_ r 

bei unbestimmten p, q f r dargestellt; diejenige unter den Geraden, die 
durch J/g geht, erfullt die Bedingungen: 



p q r ? 

durch Division beider Ansatze ergeben sich die Gleichungen der Ver- 
bindungsgeraden von JKi und jLT 2 : 



und die Richtungskosinus sind (245, 219): 



247. Schuittpuukt einer G-eraden mit einer Ebene. Dem 

Wesen nach kommt diese Aufgabe auf die Losung dreier Gleichungen 
ersten Grades in x, y, 2 hinaus: der Gleichung der Ebene und der 
beiden die Gerade darstellenden Gleichungen. 
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Die Losung nimmt eine tibersichtliche Gestalt an, wenn man den 
GeradengleichuDgen die parametrische Form verliehen hat. 
Sind nlimlich Ebene und Gerade durch 

Ax + By + Gz + D = (1) 

(2) 



gegeben, so ftihrt die Substitution yon (2) in (1): 

Ax,+ By Q + C^ + D + (Ap + Sq + Cr)u - (3) 

auf eine Gleichung, aus der sich der zum Schnittpunkt gehorige 
Parameterwert bestimmt. Die Bestimmung ist aber nur dann moglich ? 
Avenn Ap + Sq + Gr 4 s ; und zwar ist dann 



durch Einsetzung dieses Wertes in (2) ergeben sich die Koordinateu 
des Schnittpunktes. 
Ist jedoch 

Ap+Bq + Cr Q, (5" 

gleichzeitig aber Ax Q + By Q + Cz + D + 0, so kann der Gleichung (3 
nur durch einen unendlichen Wert von u geniigt werden ; folglicl 
ergeben sich dann auch fur die Koordinaten des Schnittpunktes un 
endliche Werte. Man sagt ; die Gerade habe mit der Ebene einei 
unendlich fernen Punkt geniein und bezeichnet sie als #itr Hbent 
parallel 

Wenn endlich neben (5) auch 

Ax Q +Btj Q +C* Q + D = Q (6 

ist, so wird (3) durch jeden Wert von u befriedigt, alle Punkte de: 
Geraden gehoren der Ebene an, die Gerade liegt in der Ebene. 

Die Beziehung (5) allein zeigt also den Parallelismus an; (6) fii 
sich besagt ? daB der Punkt ^ /2/o/^o ^ er Geraden auch der Eben< 
angehort; beides zusammen hat das Ineinanderliegen zur Folge. 

248. Ebene durch eine G-erade und einen Punkt. Yoi 
den eben erkannten Bedingungen kann Gebrauch gemacht werden zu 
Losung der Aufgabe: Die Gleichung der Ebene aufzustellen, welch< 
durch die Gerade 



p q 

und den Punkt M l (x l /y l /e l ) geht. 
Sieht man 

Ax + By + Cz + D 
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als Gleidhung der gesuchten Ebene an, so erfiillen die Koeffizienten 
folgende Bedingungen: 

Ap + Bq + Cr - 

Axi+Byt+Gto+D-Q (3) 



die beiden ersten betreffen das Ineinanderliegen YOU Gerade und Ebene, 
die letzte das Ineinanderliegen von Punkt M^ und Ebene. 

Dutch das Gleichungssystem (3) sind die Verhaltnisse der Koeffi- 
zienten A, B } C, D bestimmt, und das gentigt zur Durchfiilirung der 
Gleichung (2); scHiefilich kommt es darauf an, aus (2) mit Hilfe von 
r3) die Koeffizienten zu eliminieren; das Resultat dieser Elimination 
ist (121): 

x y z 1 

**'* =0 (4) 

^0 2/0 ^0 1 



und stellt die verlangte Ebene dar. 

Hiernach schreibt sich die Grleichung der Ebene dureh 

X 2 __ 3(i/ 4) _ 4(g + 3) 

4 ~" " 5 "" 3 

J/ 1 (H/~4/'3) 
zunachst in folgender Gestalt: 

x y 2 I 
4 4 f 
.2 1-31 = ; 
! 6 -4 31 
durch Zeilensubtraktion wird daraus 

x-2 y 4 t + 3 

4 ' * * .0 

-4 8 -6 

6-4 ' 3 1 | 
und nach Entwicklung der eriibrigenden Determinate dritten Grades: 

^ 16 (a? -2) + 21 &-4) + ^(^ + 3) = 0, 
also schliefilieh: 

48^ - 63/ - 116,e' - 192 - . 

249. Winkel einer G-eraden mit einer Bbene. Von dem 

Winkel einer Geraden mit einer Ebene kann in bestimmter Weise erst 
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ann gesprochen werden, wenn die Gerade gerichtet und bei dei 
ibene die positive Seite von der negativen unterschieden ist. Dei 
ohle Winkel co zwischen der geriehteten Geraden und der positives 
Tormale der Ebene ist dann spitz oder stumpf, je nachdem die 
ositive Richtung der Geraden von der negativen Seite der Ebene 
ir positiven oder umgekehrt verlauft; das Komplement & dieses 
^inkels, also 

# Y co (1 

)11 als Winkel der Geraden mit der Ebene erklart werden; # ist dei 
roBe nach spitz, und sein Vorzeichen belehrt iiber die Anordnung 
eider Gebilde zueinander in dem angegebenen Sinne. 

Der absolute Wert von # wird gemeinhin als Neigungstvinkel det 
reraden zur 'Ebene bezeichnet. 

Es sei nun 

Ax + By + Ge + D = (2] 

ie Gleichung der Ebene, wahrend die Gerade durch 



p r 

estimmt sein moge; gerichtet sei sie durch die Wahl ernes bestimmteD 
V'ertes fur (246); dann sind 



ire Richtungskosinus, wahrend die der positiven Normale zur Ebene 
ie Ausdrticke haben: 



Daraus bestimmt sich 

. . Ap + Bq+Cr 

sin -9* = cos co = 



_ .. _ _ _. 
2 + JB 2 + C 2 )^ 2 + 2 8 + r 9 ) 

nd (vgl. 236) ____ _____ 

~-~Ary + (Aq - 



Aus (4) folgt die Bedingung fiir den Parallelismus zwischen Ge- 
ide und Ebene (. 0): 

Ap + Bq + Or-Q (6 

i Ubereinstimmung mit 24b7; aus (5) die Bedingung fur die Perpen- 
ikularitat der Geraden zur Ebene (& = yj : 
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Als Beispiel diene die folgende Aufgabe. Es ist der Winkel der 
Oeraden 

x __ y __ __ 
-3~~ 4 "" 5> 

die so gerichtetet ist, daB sie mit der positiven #-Achse einen spitzen 
Winkel bildet, mit der Ebene 



zu bestimmen. 

Diesen Angaben gemaB ist s 1 zu nehmen; da ferner sgn 3 = + 1 
ist, so hat man 

sin<0- = - - 

)/82 

und # = 2612'53"; die Gerade verlauft also, in ihrer positiven Rich- 
tung verfolgt, von der negativen Seite der Ebene zur positiven. 

250. Abstand eines Puiiktes von einer G-eraden. Die Ge- 

rade sei gegeben durch die Gleichungen 



der Punkt M dnrcli seine Koordinaten so 1} y lj V Um seinen Abstand 
von der Geraden zu erhalten, lege man durch ihn eine zur letzterer 
senkrechte Ebene und bestimme den Schnittpunkt P beider; dann isl 
die Strecke PM 1 der gesuchte Abstand. 

Vennoge der Bedingungen (7) in 249 hat die beschriebene Eben 
die Gleichung 

p(x - a?j) + q(y - yO + r(* - ^) - 0. (2; 

Aus den Gleichungen (T) folgt: 



P 

p (x x l } + q (*/ y^) + r(z - z 



und indem man diesen Ansatz mit (2) zugleich bestehen lafit, werden 
j;, y, # die Koordinaten des Schnittpunktes. Mit der Abktirzung 



yi 2/0) 

"? 
iiat man also: 
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die Quadratsumme der linken Seiten ist schon das Quadrat des Ab- 
standes d, so dafi 



+ [0*i ~ *o) 3 + (2/i - </o) 2 + (A - JO 1 ], 
und mit Riicksicht auf die Bedeutung von 7?: 

6* = ( Xl - X ^ + fa _ y^ + (^ _ ^ )2 _ ^i + ^ + ^Jf. f4) 

ersetzt man hierin It durch semen Ausdruck ? so wird schliefilic 



Die positive Quadratwurzel hieraus ist d selbst. 

Die Zwischenformel (4) ist wie folgt zu deuten: Da die Suinme 
der ersten drei Glieder der rectten Seite das Quadrat von M Q M l gibt, 
so bedeutet (jp 2 + g s + " 2 )J? 2 das Quadrat des Abstandes des Punktes M Q 
von der Ebene (2) ; wie auch unmittelbar aus den Ausfiihrungen in 
234; hervorgeht. 

Die rechnerische Durclifiihrung der Formel (5) gestaltet sich ein- 
fach', man schreibt die Matrix 



p q r 

an, bildet die Quadratsumme ihrer Determinanten zweiten Grades und 
dividiert sie durch die Quadratsumme der Elemente der zweiten Zeile. 
Soil also beispielsweise der Abstand des Ursprungs von der Ge- 
raden 



bestiramt werden, so hei6t die Matrix 

5-23 
2 -3 4, 

ihre Determinanten sind 1, 14, 11, folglich. ist 



4 + 9 +"l6 29 

und 5 3, 311... 

251. Zwei G-erade im Raume. Zwei Gerade im Raume haben 
im allgemeinen keinen Punkt miteinander gemein; man sagfe dano ? sie 
Jvreuzen sich. Schneiden sich die Geraden in einem eigentlichen oder 
einem unendlich fernen Punkte, so bestimmen sie eine Ebene. Es 
handelt sich um die Feststellung der analytischen Bedingungen fur 
diese Sonderfalle und um die Bildung der Ebenengleichung. 

Cauber, H5here Mathematik. 23 
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Die Geraden seien parametriscli gegeben durch die Gleichungen: 
x $ t + p^i J x 

y 2/1 + 2i* (!) y = 



Sie haben dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt, wenn 
es Parameterwerte 1; w 2 gibt ; die in (1), beziehungsweise (2) ; ein- 
gesetzt, zu demselben Wertsystein sc 9 y, fuhren ? so daB also die Glei- 
chungen bestehen: 



g \ "" ^2 + ?*i% ~ >g*8 0. 

Die Bedingung fur die Koexistenz dieser Gleichungen ? d. i, (121 ; III) 



ist zugleich die analytische Bedingung dafiir, daB die Geraden eiae 
Ebene bestimmen. 

Hierin ist sowohl der Pall des eigentlichen Scnneidens als aucb 
jener des Parallelismus enthalten; denu der letztere tritt (246) dann 
ein, wenn 

Pi : Pi' r i -JPa'a^s* (4) 

und bei diesem Verhalten verschwindet die Determinante It ohne Rtick- 
sicht auf die Werte der Elemente der ersten Kolonne. 

Man kann auch von folgender Erwagung ausgehen, die zugleich. 
auf die Gleichung der Ebene der beiden Geraden hinfiihrt, falls sie 
sich schneiden. Die Bedingungen daftir, daB die Ebene 

Ax+By+C* + D<-*Q 
sowohl die Gerade (1) als auch die Gerade (2) enthalte, lauten (247): 



Ax, + J8y, + 0^ + D - 
Aft + Bq l +Cr, - 
API -h B& + Cr, - 0; 
der Bestand dieser Gleichungen erfordert aber, daB 



Pi Si 
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sei; dies fuhrt wieder zu der fruheren Bedingungsgleichung (3), wie 
man sich fiberzeugt, indem man die zweite Zeile von dev ersten sub- 
trahiert. 

1st aber die letzte Gleichung in Kraft, so sind die Verhaltnisse 
ton A , JB, C, D durch die TJnterdetermiuanten aus irgend drei Zeilen 
der links stehenden Determinante bestimmt (121, I); man kann also 
die Gleichung der Verbindungsebene auch schreiben: 

x AJ z 1 

*' * * 1 = 0. ,5) 

Pi 2i r i 0, 

A & ; 
252. Klirzester Abstaud zweier G-eraden im Bauine. Auf 

jeder Transversale zweier Geraden ist eine Strecke begrenzt; die kleinste 
unter cliesen Strecken wird als der Mrjseste Abstand der beiden Ge- 
raden bezeich.net. Sclmeiden sich die Geraden in einem eigentlichen 
Punkte, so ist ihr kurzester Abstand Null; sind sie parallel, so er- 
scheint ihr knrzester Abstand auf jeder Transversale, die zu beiden 
senkrecht ist. 

Kreuzen sich die Geraden, so existiert nur eine Transversale yon 
dieser letzten Eigenschaft-, sie enthalt den kiirzesten Abstand. Die 
beiden Geraden bestimmen namlich in dieser Anordnung zwei parallele 
Ebenen, deren jede durch eine der Geraden geht und der andern 
parallel ist; legt man durch die Geraden zwei weitere Ebenen, die zu 
clem erwahnten Ebenenpaar senkrecht sind, so ist deren Schnittlinie 
diejenige und die einzige Transversale, die die Geraden unter rechtem 
Winkel schneidet Der kiirzeste Abstand der Geraden ist zugleich der 
Abstand der beiden parallelen Ebenen. 

Die Geraden seien durch die Gleichungen 



gegeben. 

Die Stellung einer Ebene ist durch die Verhaltnisse der Koeffi- 
zienten A, JB, C bestimmt; soil die Ebene den beiden Geraden parallel 
sein, so haben diese Koeffizienten den Bedingungen (247) 

^i + B& + Or - 
Ap, + q, + Cr, = 
zu geniigen; daraus aber folgt: 



23* 
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Hieraach sind 

('-fJ-0 (3) 

(*-* 2 )-0 (4) 



q.. /' 2 

#1 *\ *"i Pi Pi Qi 

q* r n 1 2 r i) ; ;>o (7o 



die Gleichungen der parallelen Ebenen, deren erste durch (1) ; deren 
zweite durch (2) geht. 

Da es, wenn es sich nur nm die Grofie des kiirzesten Abstandes 
handelt, auf die Entfernung dieser Ebenen ankornmt, so braucht man 
nur den Abstand des Punktes # 2 / / 2 / ^ 2 von der Ebene (3) oder des 
Punktes x t fy l j Z L von der Ebene (4) zu bestimmen; es ist also (234:) 



d ^ ' 2 '* ^ 

'at n 2 + 



wobei = + 1 oder = 1 zu nehmen ist ; je nachdem der Zahler 
positiv oder negativ ausfallt. Der Zahler dieses Bruohes ist die Ent- 
Tricklung der in 251 aufgetretenen Determinante R, deren Ver- 
schwinden als Merkmal des Schneidens erkannt wurde, sofern 
J>i : ffi : r i 4= A : ^2 : r ^ ist aber JPi : 2i -'i ^^s = fe :?2; in welchem FaUe 
die Greraden parallel sind. so verschwindet auch der Nenner in (5) und 
6 erscheint in unbestimmter Form. 

Soil man auch die Lnge des kiirzesten Abstandes ermitteln ; so 
ergibt^sich hierzu der folgende Weg. Schreibt man die Gleichungen 
(1), (2) in parainetrischer Form: 



C 1 *) 



(2*) 



so drucken sich die Koordinatendifferenzen derPunkte u, v wie folgt aus: 



diese Differenzen sind aber den Richtungskosinus der Verbindungs- 
lime der beiden Punkte proportional (246); soU diese Verbinduno-s- 
Hnie den kui-zesten Abstand enthalten, so mufi sie auf den beiden 
(jreraden senkrecht stehen 5 mithin ergeben sich die Parameterwerte zu 
den Endpunkten des kurzesten Abstandes aus dem aieichungspaar: 

fi-^+Jitt-j^ + r!^-^^ 

i-y,+2^ 



Zwei Gerade im Raume. Kiirzester Abstand. 
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das geordnet lautet: 
(Pi + 2i + >'?> ~ 



(PI A + 2i2 + n >2> - (pj + al + *D 

+ Afo -aO + 22(2/1-2/2) + r(*i 
seine negative Determinante 



Pi l2 



2s 



ist von Null verschieden, wenn die Geraden nicht parallel sind. 

Hat man aus (6) die Werte von u, v berechnet, so gibt ihre 
Einsetzung in (1*), (2*) die gesuchten FuBpunkte. 

Zur Illustration diene das folgende Beispiel. Die zwei Geraden 
seien durch je zwei iiirer Spuren, und zwar die erste durch 

^(0/1/6), 5(3/5/0), 
die zweite durch 

0(0/4/4), 2>(2/0/l) 

gegeben, Fig. Ill; ihre Gleichungen lauten 
dann (246): 



A* 



y 1 s 5 



C 

-o 



Pig. 111. 



3 4 5 

jz y_ 4 ^ z 4 

2 ~~ ~4 "~ 3 ' 

Die Determinanten aus der Matrix 
-3 -4 5 
-2 43 

haben die Werte 

-32 -1 -20, 

die Koordinatendifferenzen von A und C sind 

-3 1; 

hiermit ist das Material zur Durchfuhrung der Reehnung gebildet 

Man hat nun 

, 3 20 17 A .- 

6 =- = = = 0,45 - ; 

y 1024+ 1 + 400 5]/57 

des weitern lauten die Gleichungen (6) im vorliegenden Falle 

50w 5v = 17 
9 
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und besitzen die Wurzeln tt--^, 0--i&, mit dere31 Hilf e sick 
die Koordinaten der FuBpunkte 1 ) berechnen, und zwar 



in (2): iHO,75..-, 88-2,49-., Jg-2,87.... 

4. Krumme Flachen. 

253. Erzeugimg 1 von Flachen. 'Das wichtigste Erzeugungs- 
prinzip von Flachen ist das dnrch Bewegung von Linien. 

Eine Linie im Raume ist in allgemeiner Form (224:) durch zwei 
Gleichungen zwischen den Koordinaten x, y, 2 dargestellt. Enthalten 
diese Gleichungen aufierdem einen veranderlichen Parameter tt, so ist 
durch sie nicht eine, sondern eine einfach unendliclie Mannigfaltigkeit 
von Linien bestimmt; anders aufgefaBt: Gelit man in dein Gleicliungspaar 

^ ; 

von einem Werte des Parameters u aus und zu einem andern Werte 
stetig uber, so vollfiilirt die durch das Grleichungspaar dargestellte 
Linie eine stetige Bewegung und beschreibt eine Flache. 

Grleichung der Flache ist die von den variierenden Werten des u 
unabhangige Beziehung zwischen a?, y, &\ sie wird erhalten, indem man 
zwischen den Grleichungen (1) den Parameter u etiminiert, und heiBe 

*(0 >y ,*)-0. (2) 

Die bewegliche Linie (1) bezeichnet man als die Erzeugende der 
Flache (2). 

Enthalten die 'Gleichungen der Erzeugenden zwei veranderliche 
Parameter u, v, so daB sie allgemein lauten: 



so ist durch sie, so lange nichts welter bestimmt wird, eine zweifach 
unendliche Mannigfaltigkeit von Linien dargestellt; lost man aber 
daraus nach einem bestimmten Gresetze eine einfach unendliche Mannig- 
faltigkeit aus ? so fahrt diese wieder zu einer Flache; das Gesetz ist 
durch eine BedingungsgleicJmng zwischen den Parametern bestimmt 
und heiBe 

9>(tt,tO-0. (4) 

Die Elimination von u } v zwischen den Grleichungen (3) und (4) 
fiihrt zur Gleichung der Flache. 

Geometrisch wird die Auslosung der einfach unendlichen Mannig- 

1) Aus ihnen kann $ ebenfalls bereclinet werden. 



Erzeugung von Flachen 3, 

faltigkeit in der Regel dadurcli bewerkstelligt, daB man vorschreil 
die Linien des Systems (3) sollen eine gegebene Linie, die man dai 
Leitlinie nennt, sclineiden. 1st die Leitlinie durch das Gleichungspa 

'!M)- l 
y,*)-0 j 

dargestellt, so'heifit dies aualytisch so viel: es mu8 Wertsysteme x, y 
geben, durch welche die vier Gleichungen 

F(x, y, s, u, v) ~ 



y,g) =0 

gleichzeitig befriedigt werden. Eliminiert man also #, y, z> so erha 
man eine Gleichung zwischen u, v, und diese ist die der Leitlin 
adaquate Bedingungsgleichung (4). 

Enthalten die Gleichungen (1) drei Parameter ^, t? ? w, so six 
zur Aushebung einer einfach unendliehen Mannigfaltigkeit zwei B 
dingungsgleichungen zwischen u 9 v, iv erforderlich; man kommt 2 
ihnen auch durch die geometrische Bedingung, daB die Erzeugen( 
zwei Leitlinien zu schneiden habe; derm jede Leitlinie fiihrt zu ein 
Relation zwischen den Parameters 

Indern man diese Betrachtung verallgemeinert, kann man il 
Ergebnis in folgendem Satze zusammenfassen: 

Enthalten die Gleichungen der Erzeugenden n verauderliche P#r< 
meter, so sind n l Bedingungsgleiclmngen swischm diesen erforde 
lick, und die Elimination der Parameter aus den Bedingungsgleicliungt 
und den Gleielmngen der Erzeugenden liefert die Gleichung der Flach 

Eine vorgeschriebene Leitlinie fiihrt zu einer Bedingungsgleichui 
gwischen den Parameterh, die Bewegung einer von n Parametern a 
Mngigen Erzeugenden ist somit durch n l Leitlinien im aUgemeim 
bestimmt. 

Flachen, die sich durch Beweguug einer Geraden erzeugen lasse 
nennt man Eegelfldchen. Da die Gleichungen einer Geraden im Raun 
vier unabhangige Parameter enthalten (246), so bedarf eine gerac 
Erzeugende zur Regelung ihrer Bewegung dreier Leitlinien. 

Ein fester Punkt, durch den die Erzeugende zu gehen hat, fiih 
zu zwei Bedingungsgleichungen, ersetzt also zwei Leitlinien-, die A 
zahl der Parameter inuB in solchem Falle mindestens drei betrage 
Sind naralich 

F(x, y,s,u,v, ?,.)= 

G(x, y, 0, u, v, ^v, - - -) = 
die Gleichungen der Erzeugenden und X Q , y , ^ die Koordinaten d< 
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festen Pnnktes, so fuhrt die gestellte Forderung zu zwei Bedingungf 
gleiehimgen zwischen den Parametern, namlich: 



#(0o>?/o>*o 0, -,) = 0. (* 

254. Xegelfiachen. Wenn eine Gerade urn einen in ihr liegei 
den festen Punkt eine raumliche Drehung vollt'iilirt. so heifit die vo 
ihr beschriebene Flache eine Eegelfladke. Der feste Punkt heiBt it 
ScJieitel] er zerlegt die Erzeugende in zwei Strahlen, deren jeder eine 
Mantel der Flache beschreibt. 

Sind # , ?/ 0? ^ die Koordinaten des Scheitels, so scbreiben sic 
die Wleichungen der Erzeugenden: 



r 



wobei p, q, r zunachst vollig willkiirlich sind; fiihrt man die Verbal 

ei] 

(1 

v 



nisse 2 = u, r =v als Parameter ein, so kann man statt dessen schreibei] 



, . 

X X Q ' x .r 

1st nun 

<3p(w., t;) = (S 

die Bedingungsgleichung, die die Bewegung regeH, so folgt aus it 
durch Elimination von ? r mittels (1) die GleicJtung der KegelflacJn 

o. (J 



Verlegt man insbesonderere den TIrsprung des Koordinatensysten: 
in den Scheitel, so nimmt die Gleichung die Gestalt an: 



Das analytiscbe Merktnal der Kegelgleichung besteht also darii 
dafi die Koordinatendifferenzen x a?, y y, # # 



dinaten x y y, z, nur in den Verbindungen |^-| , ^ ~? , bzw. -^ , - 

auftreten; man bezeicbnet eine Grleictiung -dieses Baues als in bezu 
auf die genannten Argumente Jwmogen. 

Die unmittelbare Angabe der Bedinguugsgleichung (2) kann &i 
durct ersetzt sein, dafi eine Leitlinie gegeben ist. Durch Scheitel uii 
Leitlinie ist die Kegelflacbe bestimmt. 

Seispidc. 1. Die Gleichung der Kegelflache aufzustellen, dere 
Scheitel der Ursprung und deren Leitlinie ein Kreis vom Halbinesser 
im Abstande c von der #y-Ebene ist; der Mittelpunkt des Kreise 
liegt in der #-Achse. 



Kegelf&cheu. 3g 



Eliminiert man aus den Gleichungen 

y z 

= u. = 
x ' x 

der Erzeugenden und den GleichuDgen 



der Leitlinie x, y, #, so ergibt sieh die Bedingungsgleichung 

\ . 2 a 2 ^ 2 

i + *- T , 

und aus dieser die Gleichung der beschriebenen Kegelflache: 

1 _L Hi a l^ 2 
1 ^ a? s ""caj s 
in anderer Anordnung 



2. Der Scheitel einer Kegelflache befindet sich im Ursprung ur 
ihre Leitlinie ist der Kreis in der Ebene x + y + z = a, der d 
Koordinatenebenen beriilirt; es ist ihre Gleichung abzuleiten. 

Die Gleichungen der Erzeugenden lauten Trie Yorhin 



jene der Leitlinie 

x + y + 



die zweite driickt die Tatsache aus, daB der gedachte Kreis auf ein< 

Kugel vom Radius um den Ursprung liegt (218). 
y2 

Hieraus ergibt sich die Bedingungsgleichung 



_ 

2 
und in weiterer Polge aie Kegelgleichung 

(x + y + 0} 2 =2(x* + y* + ^. 

255. Zylinderflachen. Eine Gerade kann ; oline ihre Richtur 
zu andern, in sich selbst, oder in einer Ebene ; oder im Raume sic 
b.ewegen; die im letzten Falle yon ihr beschriebene Flache heifit eii 
Zylinderfiache (223, 2). 
Die Gleichungen 



stellen bei yariablem u, v jede fiir sich ein System paralleler Ebene 
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zusammen ein zweifach unendliches System von parallelen Geraden 
im Raume clar; aus diesem wird durch die Bedingungsgleichung 

?(, *) - (2) 

ein einfach unendliches System ausgelost, dessen Ort die Zylinderflache 
ist; ihre Gleichung lautet deinnach: 

tp(ax + 1>y + C0, a'$ + Vy + c'0) 0. (3) 

Die Gleichung einer Zylinderflache ist also analytisch dadurch 
gekennzeichnet, dafi ihre linke Seite (bei Reduktion auf Null) eine 
Funktion von zwei linearen Ausdriicken in $, y, z ist. 

Fehlen in diesen Ausdriicken die Glieder mit einer der Koordi- 
dinaten, z. B. mit 2, so ist die Zylinderflache der betreffenden Achse 
parallel; so stellt eine Gleichung von der Form 

(f(ax + by, a'x + I'y) 

erne zur o;?/-Bbene normale Zylinderflache dar. 1 ) 

Die Bedingungsgleichung (2) kann indirekt dadurch gegeben sein ? 
daB die Erzeugende an eine Leitlinie gebunden wird. Durch Leitlinie 
and eine Richtung ist somit eine Zylinderflache bestimmt. 

Beispiele. 1. Es ist die Gleichung jener Zylinderflache aufzu- 
stellen, deren Leitlinie ein mit dem Radius r in der ##-Ebene aus 
dem Ursprung beschriebener Kreis ist, und deren Erzeugende mit der 
x-j y- Achse Winkel von 60 bzw. 45 und mit der #-Achse einen 
spitzen Winkel bilden. 

Man kann die Erzeugende durch die Gleichuugen 
x u _ y v _ g 

p ~~ "q" "" 7" 

darstellen, wenn man den Nennern die durch die Daten vorgezeich- 
neten Verhaltnisse gibt ; namlich p : g:r = 1 : ]/2 : 1 (220), also durch 
die Gleichungen 

x s = u 

y *]/2 y; 
die Leitlinie ist durch 



bestimmt. Die Elimination von x, y, s fiihrt zu der Bedingungs- 
gleiehung 

tf + tf - r*, 

soinit lautet die Zylindergleichung: 

(x - * 3 + ~ 



1) Durch eine Koordinatentransformation (a;'== ax + by, y' = a' x -{- "b' y) 
kann der Gleichung die Gestalt F(x, y} = gegeben werden (223, 2). 



Zylindeiflachen. 363 

2. Durch die Ellipse 



' sind Zylinderflachen zu legen, die von der yz-, bzw. ##-Ebene nach 
Kreisen geschnitten werden. 

Aus den vorstehenden Gleichungen der Leitlinie und den Glei- 
cliungen der Erzeugenden: 

x = u -f- 

y = v + fa 
ergibt sich folgende Bedingungsgleichung zwischen den Parametern : 



Mithin lautet die allgemeine Gleichuug einer durch die obige 
Ellipse gelegten Zylmderflacbe: 

tf(x - ai? + a 2 (ij - /) 2 = a-lr. 
Ihre Schnittlinie rait der j/#-Ebene: 

aV- 2a 2 /3^ + (&V+ a 2 /3 2 )^ 2 = a-6 2 

ist dann em Kreis, wenn (188) 

/3^0 

6 2 a 2 +a 2 ^-a 2 ? 
und die Scbnittlinie mit der ##-Ebene: 

6 2 jt- 2 - 2tfaxz + (& 2 2 + fl 2 /3> 2 - a 2 6 2 
dann, wenn 



im ersten Falle ist a = ~ , im zweiten /? = + 

Es bilden also die beiden Paare von Zylinderflaclieu 



die Losung der Aufgabe. 

256. Konoide. Die Bewegungen der Geraden, durcli welche 
die Kegel- und Zylinderflachen erzeugt werden, sind dadurch gekenn- 
zeichnet, dafi jede zwei Lagen der Geraden einen festen Punkt mit- 
einander gemein haben: bei der Erzeugung einer Kegelflache liegl 
dieser Punkt im Endlichen und die Bewegung ist eine drehende; bei 
der Erzeugung einer Zylinderflache liegt er im Unendlicken und die 
Bewegung ist eine fortschreitende. Bei der drehenden Bewegung be- 
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Konoide. 36i 

Iramer 1st also bei dieser Anordnung des Koordinatensysterns di 
erne Koordinate eine homogene Funktion der beiden anderen (254* 

Beispiele. 1. Die Gleichuug eines geraden Konoids zu bildei 
dessen gerade Leitlinie die x -AcL.se, dessen zweite Leitlinie ebenfall 
eine Gerade ist, die die ?/-Achse im Abstande I vom Ursprung rechl 
winklig schneidet. 

Eliminiert man aus den Gleichungen der Erzeugenden 

x = u, # = cy 
und den Gleichungen der zweiten Leitlinie 

y b, x*=ms 
$, y, g, so kommt man zu der Bedingungsgleichung 

u mbv, 
und aus dieser ergibt si eh die Gleichung des Konoids: 

x = mb (] 

Da man dieser Gleichung auch die Gestalt 

J/-M&- (V 

J x 

geben kann, so wird dasselbe Konoid auch dadurch erzeugt, daB d 
y- Ach.se als gerade Leitlinie, die ##-Ebene als Richtebene und d 
Gerade 

# = &; y = ' m # 
als zweite Leitlinie verwendet wird. 

Bs enthalt also die durch eine der Gleichungen (1), (1*) od' 
durch die adaquate Gleichung 

xy^x'mbs (1* 

dargestellte Flache zwei Scharen von Geraden, die eine parallel d 
yis-, die andere parallel der ##-Ebene. Man nennt sie ein hype 
bolisches Paraboloid, weil sie durch Ebenen nach Hyperbeln ui 
Parabeln geschnitten wird. 

Verbindet man namlich die Gleichung (1**) mit der allgemein 
Gleichung der Ebene 

Ax + By + C* + D = ( 

und eliminiert eine der Variablen x, y, z. B. y, so ergibt sich (n 
S') die Gleichung 



als Gleichung der Projektion des Schnittes von (1**) mit (2) auf d 
^^-Ebene. Diese Gleichung entspricht aber dem zweiten Hauptf; 
(2O2) bei Linien zweiter Ordnung und stellt daher eine (eigentlic 
oder degenerierte) Hyperbel oder eine Parabel dar. 
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2. Ein gerades Konoid habe die - Achse zur geraden Leitlinie, 
und die Erzeugende bewege sich so, daB die fortschreitende und die 
drehende Bewegung gleichformig und bestandig in demselben Sinne 
erfolgen. 

Die durch diese regelmaBige Schraubenbewegung erzeugte Flache 
wird gerades Schraubenkonoid, gerade Schraubenflache oder Wendel- 
flaehe genannt. 

Sehreibt man die Gleichungen der Erzeugenden 



so driickt sich das Bewegungsgesetz in dem Ansatze 






(2) 

v J 



u 

aus, wenn angenommen wird ? daB die #-Achse eine Lage der Er- 
zeugenden bildet. Bei positivem 6 steigt die Erzeugende bei positiver 
Drehung und sinkt bei negativer Drehung. 

Aus (1) und (2) folgt durch Elimination, yon u, v die Grleichung 
der geraden Schraubenflache 

s - & Arctg y - (3) 

Entsprechend der unendlichen Vieldeutigkeit der Funktion Arctg 
(4:3) macht die Flache unendlich viele Windungen um die #-Achse ; 
die als ihre Achse bezeichnet werden soil. 

Die Schnittlinie der geraden Schraubenflache mit einem um ihre 
Achse gelegten Kreiszylinder wird Scliraubenlinie genannt. 

1st a der Radius des Zylinders, so lautet seine Grleichung 

o*+y 8 -a' ; (4) 

in Verbindung mit (1) und (2) fu'hrt sie zu der folgenden pararne- 
trischen Darstellung der Schraubenlinie: 

x == a cos u | 

y = a sin u , (5) 

^ = 6 it j 

wobei der Drehungswinkel u als Parameter verwendet ist. 
3. Die Gleichung 



stellt, da ihre rechte Seite auch in der Form - ^ 3 geschrieben werden 

kann ? ein gerades Konoid dar ? dessen gerade Leitlinie die ^-Achse ist 
(s. 61. (4), 256j. 
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Um sicli von der Gestalt dieser Flache eine Vorstellung zu bilden, 
fiihre man in der xy-'Ebene statt der rechtwinkligen Polarkoordinaten 
ein, indem man setzt: 

x = r cos <p , y = r sin cp ; 

dadurch ergibt sich fur 8 der Ausdruck 

% = sin 2 9 , (2] 

der nnmittelbar erkennen laBt, dafi die Flache zwischen den Ebenen 
g = 1 und g 1 enthalten ist. 

Schneidet man die Flache ferner mit dem um die -Achse ge- 
legten Kreiszylinder 

a^+y 8 -!, 

so entsteht eine Ktirve, die sich auf die yz - ; bzw. ^ir-Ebene in die 
Linie yierter Ordnung 




Pig. 112. 



projiziert. Auf dem langs der Mantellinie a; = 1, 2/^0 auf 
geschnittenen und abgewickelten Zylinder stellt sich diese Kurve ver 
moge der Gleichung (2) in zwei Ztigen der Sinuslinie dar, Fig. 112 
Mit dieser Kurve als Leitlinie ist es moglich, sich von dem Yerlau 
der Flache eine Vorstellung zu bilden. 

257. Botationsfiachen. Eine Rotationsflache entsteht durcl 
Umdrehung einer Linie um eine mit ihr fest verbundene fixe Achse 
die Rotationsachse. Jeder Punkt der erzeugenden Linie beschreib 
einen Kreis, dessen Ebene auf der Rotationsachse senkrecht steht, urn 
dessen Mittelpunkt in dieser Achse selbst liegt; wegen dieser An 
ordnung heifien die Kreise PardMhreise. Es kann demnach dieselb< 
Flache auch durch die Bewegung eines (im aUgemeinen) variablei 



Ereises erzeugt werden, dessen Mittelpunkt eine feste Gerade durch- 
lauft und dessen Ebene auf dieser Geraden senkreeht bleibt; zur 
Regelimg der GroBe dieses Kreises kann eine Leitlinie dienen. Gerade 
diese Auffassung eignet sich zur analytischen Darstellung. 

Jede von der Rotationsachse ausgehende Halbebene schneidet die 
Rotationsflache nach einer Linie, die man als einen Meridian be- 
zeichnet; es ist in der Entstehungsweise der Flaehe begriindet, daB alle 
Meridiane kongruent sind, so daB die Flaehe auch durch Umdrehung 
ines Meridians erzengt werden kann. 

Ordnet man das Koordinatensystem derart an, daB die Rotations- 
achse mit der #-Achse zusammenfallt ; so laBt sich der erzeugende 
variable Elreis durch die Gleichungen 



namlich als Schnitt einer variablen Kugel urn den Ursprung und einer 
beweglichen zur ^-Achse senkrechten Ebene darstellen. 

ISt V (,)-0 (2) 

die unmittelbar gegebene oder mittels der Leitlinie abzuleitende Be- 
dingungsgleichung zwischen den veranderlichen Parametem ; so ergibt 
sich durch Elimination yon u, v zwischen (1) und (2) die Gleichung 
der Rotationsflache zunachst in der Form 



und bei Auflosung naeh 3 erhalt man eine Gleichung von der Struktur 

^-*^+y 8 ;. (3) 

Es kann also (3) als die allgemeine Gleichung der Rotationsflachen 
angesehen werden, die die ^-Achse zur Rotationsachse haben. 

Ist insbesondere eiu Meridian, beispielsweise der in der ##-Ebene 
liegende, als Leitlinie gegeben ; deren Gleichungen also 

y-0, J?(a?, ^) - (4) 

sein mogen, so fiihrt die Elimination von x, y, 3 aus (1) und (4) auf 
die Bedingungsgleichung 

F(yu*^!fi,v)-Q, (2*) 

aus der sich wiederum durch Elimination von u, v die Gleichung der 
Rotationsflache ergibt: 

F(y'tf+y*,0) = 0. (3*) 

Dieses Ergebnis laBt sich zu einer einfachen Regel formulieren, 
die so lautet: Um die Gleichung der durch Umdrehung der Linie y = ; 
F(x } $s)*=Q urn die 2-Achse erzeugten Eotationsfldche zu erhdlten, hat 
man in der letztgeseliriebenen Gleichung x durch ]/# 2 + y* zu erseteen. 



Zjlinderflachen. 3f 

Es ist nicht schvrer, diese Regel auf die andern Koordinatenebem 
und Koordinatenachsen, falls sie als Meridianebenen und Rotation 
achsen verwendet werden, zu iibertragen. 

Beispiele. 1. Als Rotationsachse diene die , a 1 - Achse, als Erzeugem 
die die #- Achse senkrecht schneidende Gerade 

x a, y = mz . ^ 

Aus diesen und den Gleichungen (1) ergibt sich dann die Bedingung 
gleichung 

a 2 +d + m*)v 2 =ir, 

aus der wiederuni durch Elimination von u, v die Grleichung 

is+y-;V-a 3 I 

der beschriebenen Flache resultiert. 

Da die Gleichung (ft) unverandert bleibt, wenn man m dur< 
m ersetzt, so enthalt die Flache swei Sckaren von Geraden, namli 
alle Lagen, in welche die Gerade (#), und auch alle Lagen, in welej 
die Gerade 

x = a, y == nit (t 

wahrend der Rotation gelangt. 

- Aus (/J) ergibt sich mit ij die Gleichung 

,^-mV-a s 

der in der ^ra;-Ebene befindlichen Meridiane, die somit die beiden As 
einer Hyperbel bilden, deren reelle Achse 2 a in der a;-Achse lie; 
so dafi die Flache aueh durch Umdrehung dieser Hyperbel urn ih 
iuiaginare Achse beschrieben wird. 

2. Durch Rotation der Parabel 



um die ss- Achse entsteht die Flache vierter Ordnung 



3. Durch Rotation des Kreises 

(X a) 2 + 2* >* 2 (a = 

um die *- Achse entsteht die als Toms benannte Flache vierter Oi 
nung, deren Gleichung nach der obigen Regel 



und in rationale!* Form 

(fll + f + ^ + a _ ^2 _ 4^^ + yl) 

lautet. 

258. Afflnitat. Denkt man sich den Raum auf ein rechtwii 

Czuber, H5here Mathematik. ^ 
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liges Koordinatensystem bezogen und ordnet jedem Punkte 
einen Punkt M'(x r >y' Is') naeh dem Gesetze 

X '-lix, y'-y, g'-s (1) 

zu ; so sagfc man, der Raum sei affin transformiert worden; Fig. 113. 
Man hat sich den Raum zweimal zu denken, einmal als Ort der Punkte M, 
ein zweitesmal als Ort der Punkte M! '; in diesem Sinne spricht man 
von zwei affinen Edumen. 

Bei der angegebenen Transformation bleiben die Punkte der 
/-Ebene in Rube, weil mit x = aucli #'~0 wird ? sie heiBt die 
z Affinitatsebene. Aufierhalb dieser Ebene liegende 

^ , Punkte erleiden eine Verschiebung parallel der 

-o- o ic-Aclise ? die die Affinitatsriclitmg bezeichnet; das 

Mafr dieser Verschiebung hangt auBer von der 

^X Entfernung des betreffenden Punktes von der Af- 

Pj lw finitatsebene auch von der Konstanten Jc ab, die 
^ * man das AffinitatsverMUms nennt; stellt man sich 

Yor ? JJ/ rucke ins Unendliche, so gilt dasselbe von M', und halt man 
an der Vorstellung (179) fest, eine Gerade enthalte nur einen unend- 
lich fernen Punkt, so kann man sagen, daB auch die unendlich fernen 
Punkte des Raumes bei einer affinen Transformation in Ruhe bleiben. 
Je nachdera 7r < 1 oder > 1, findet eine Verkiirzung oder Ver- 
langerung der Strecken PM statt; bei ft 1 bliebe alles unverandert 
(identische Transformation). 

Die affinen Transformationen beziiglich der zx- und der xy- Ebene 
sind durch die Substitutionsgleichungen 

x'^x, y'=ty, /- t, (2) 

gekennzeichnet. x '~*> #' = ^ *'~** ( 8 > 

Man kann jede Ebene zur Affinitatsebene und jede ihr nicht an- 
gehorende Richtung zur Affinitatsrichtung wahlen. 

Denkt man sich auf alle Punkte eines geometrischen Grebildes 
eine affine Transformation ausgeubt, so entsteht ein neues Gebilde, 
das zu dem ursprunglichen affin heifit; insbesondere entsteht aus einer 
Flache wieder eine Flache und aus einer Linie wieder eine Linie. 

Bezuglich des Zusammenhangs affiner Gebilde sind insbesondere 
die folgenden Tatsachen hervorzuheben. 

Aus einer Ebene entstetit durch affine Transformation wieder eine 
Ebene, die sich mit der ursprimcjlictien in der Affinitatsebene sclm&ideL 

Die Gleichung . _ 

Ax + By + 62 + D - 

verwandelt sich namlich durch die Substitution (1) in 
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and da init x = auch x' = ist, so haben beide Ebenen diesell 
y^-Spur: By + C + D 0; ist eine der Ebenen der Affiuitatsebei 
parallel, so ist es auch die andere. 

Infolge dieses Sachverhaltes ist aueh das affine Gebilde einer G 
raden wieder eine Gerade, die sich mit der urspriinglichen in d< 
Affinitafcsebene (im Endlichen oder Unendliclien ) schneidet. 

Weil ferner die der affinen Transformation entsprechende Sul 
stitution linear ist, eine algebraische Gleichung aber bei einer lineare 
Substitution ihren Grad nicht tindert, so isf- die m einer Flache n-h 
Ordnung affine Fldclie wieder von der n-ten Ordnung. Ebenso bleil 
bei der affinen Transformation einer algebraischen Linie deren Orclnui] 
ertalten. 

259. Die Plachen zweiter Ordnung. Jede Flache, dere 
Gleichung in den Koordinaten x, y, 2 vom zweiten Grade ist ? wii 
eine Fldclie zweiter Ordmmy (aucli zweiten Grades) genannt. 

I. "Aus der Kugel 

%* + ,f + _ a * ( 

entstelien, wenn man auf sie affine Transformation beztiglich der #< 
Ebene mit Ic = anwendet, die Rotatiousellipsoide 



a 

a 2 "" c~ ~~~ > 

die unterschieden werden in verlangerte oder oblonge (wenn c > 
und in abgeplattete oder Spharoide (wenn c < a). 

Wird auf ein Rotationsellipsoid nochmals affine Transformati( 
in bezug auf eine andere Koordinatenebene, z. B. in bezug auf die 0i 

Ebene, mit dem Verhaltnis ft' = - angewendet, so entsteht das a 
gemeine oder dreiachsige Ellipsoid 

a a ~r ^3 ~r C 2 
Die Rotationsellipsoide werden unmittelbar erzeugt durch TJi 

-r 2 2 

drehung der Ellipse + -3 = 1 um die ^-Achse (257). 

II. Durch Umdrehung der Hyperbel g * s = 1 um die z-, all 

die imagiaare Achse entsteht das einmantelige oder einscJiali 
Rotatwnshyperboloid 



Diese Gleiehung geht durch die Substitution = m in die Gleichung (j 

in 257 iiber, von der erkannt wurde, daB sie einer Flache mit zw 
Scharen von Geraden angehort. 
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Wendet man auf (4; affine Transformation bezuglich der ##-Ebene 

mit dem Yerhaltnis / l an, so entsteht das allgemeine einschalige 

a 

Hyperbola id 

x ~ > ij ~ - s 1 (*> \ 

a a T 2 -" ^3 1 ? W 

da bei der affinen Transformation Gerade wieder zu Geraden werden, 
so enthalt auch diese Flache zwei Scharen von Geraden. 

2 2 

III. Durch Umdrehung der Hyperbel *- s - ^ 1 um die a?-, 
also um die reelle Achse entsteht das zweimantelige oder sweisclialige 

S-^-i' 1 -!" (6) 



Wird auf dieses affine Transformation beziiglick der ##-Ebene 
dem Yerhaltnis 
schdlige Hyperboloid 



init dem Yerhaltnis 7; = - ausgeiibt, so entsteht das allgemeine &wei~ 



IY. Durch Umdrehung der Parabel 2p# = 5J 2 um die ^-Achse ? 
die zugleich Achse der Parabel ist, erhalt man das Rotationsparaboloid 

Seine affine Transformation bezuglich der ##-Ebene mit dem 
Yerhaltnis 7c = fuhrt auf das elliptische Paraboloid, dessen Gleichung 

" 
sieh, wenn man = c setzt, schreibt: 

P . 

c a a 6 s " ^ ' 

Y. Unter den Konoiden befindet sich auch eine Plache zweiter 
Ordnung, fur welche dort (256 ; 1.) die Gleichung 

mbz = xy 

gefunden und die als Trager zweier Scharen von Geraden erkannt 
vurde, deren eine der yg- 9 die andere der jeraj-Bbene parallel 1st; mit 
Riicksicht auf die Art ihrer ebenen Schnitte erhielt die Plache den 
Namen hyperbolisches Paraboloid. 

Dreht man das Koordinatensjstem um die #-Achse um den 
AVinkel von 45 ; so lautet die zugehorige Substitution (169): 

*. *':ry' - xt +y' -' 



Flachen z welter Ordnung. 



3*3 



die Gleichung unserer Flache verwandelt sich dadureh, wenn me 
?6=^ setzt und den Akzent unterdruckt, in 



Man nennt die durch diese Gleichung dargestellte Flache das gleic. 
seitige liyperbolisclie Paraboloid seine Richtebenen sind % ij == 
und x + 3/ = und stelien aufeinander senkrecht; und diejenige Flacb 
die aus dieser durch affine Transformation beziiglieh der #-Ebei 

mit dem Verhaltnis 7; = entsteht, und deren Gleichung sich mifc d 
Abkiirzung = c schreibt: 



2f 



(1 
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das allgemeine hyperlolische Paraboloid; auch dieses enthalt zv 
Scharen von Geraden, ist in zweifacher Weise ein schiefes Konc 
mit den Richtebenen bx ay = und bx + ay == 0. Figur 1 
bringt einen durch Schnitte parallel zu den Koordinatenebenen 1 
grenzten Teil dieser Flache zur Anschauung; auch ein der Flache 
gehorendes Geradenpaar ist darin verzeichnet. 

VI. Durch Umdrehung der Geraden z = ~-x urn die ^-Achse e: 
steht der Eotations- oder KreisJcegel, dessen Gleichung lautet: 



(ygl. 254, 1.). ' 

"Dbt man auf ihn affine Transformation beziiglieh der # 

mit deni Verhaltnis J = - aus ; so ergibt sich der allgemeine Ke 
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OnJnuntf 



VII Die Zylinder zweiter Ordnnng mit zur -Achse paral- 
lelen Seitenlinien sind in den Gleichungen der Linien zweiter Ord- 
nung, bezogen auf die #?/-Ebene, enthalten, also in den Gleichungen : 



... 

(14) 



VIII. Die Gleichungen (1) bis (14) beziehen sich jeweilen auf 
ein spezielles Koordinatensysteni 7 das den Symmetrieverbaltnissen der 
betrefifenden Plache angepaBt 1st und darum zu einer besonders ein- 
fachen Gleichungsforai fuhrt. Sowie man das Koordinatensystem 
andert ? kompliziert sich die Gleichung ; ohne jedoch ihren Grad zu 
andern. Wie auch das (rechtwinklige oder Parallel-)Koordinatensystem 
angeordnet werden moge, immer ist die Flachengleichung in der 
allgemeinen G1ctcJiung ssiceiten Grades zwischen x, y, z, namlich in: 

+ 2B'*x + 2B"xy 
2C"z + F=0 ( ^ 

enthalten. Diese Gleichung ist demnach die allgemeine Gleichung der 
Flachen zweiter Ordnung. Da sie zehn Koeffizienten, also neun Kon- 
stanten enthalt, so ist eine Flache zweiter Ordnung im allgemeinen 
durch neun Bedingungen ; insbesondere durch neun ihrer Punkte ; 
bestimmt. 

Auch der Komplex ziceier Ebenen, dargestellt durch 

(ax + l)y + cz + d](a'x + Vy + c'z + d') = 0, (16) 

ist in (15) enthalten, weil die Ausfuhrung der Multiplikation zu einem 
Ausdruck zweiten Grades fuhrt; der Komplex zweier Ebenen bildet 
also eine Degenerationsform der Flachen zweiter Ordnung (vgl. hierzu 
2O3). 

26O. Tangentialebenen. Auf der Flache 

/(*,y,*)-o (i) 

liege der Punkt M(x/y/ff). In seiner Nachbarschaft werde ein zweiter 
Punkt M'(x + Ji /y + J/* + I) angenommen ; so daB auch 

/(x + Ti,y + t, * + Z) - (2) 
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ist. Die Verbindungsgerade beider Punkte, dargestellt dureh 



_ 

h ' ~k I > 

heifit eine Sekante der Flache. 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt, daB aucli 

f(x + li, y + l\ 2 + ?) -/(a?, y, *) - 0, 
daher aucli 

/(* + ft, y + /,-, * + -/(a;, y + 7;, + /) 
+ /(*, y + 1, + Z) -/(, y, + 1) 
+/(*, y,t + l) -f(x, y,s) = 

ist; 'fiir die drei Differenzen, aus denen. sich. die linte Seite zusamme 
setzt, kanii nach dem Mittelwertsatze (73) der Reihe nach 

( + OJi, y + k, 2 + 



y, ^ + V) 

geschrieben werden, wobei 6, 9 1} 6% positive eehte Briiche bedeuten; 
ist also auch 

/i(x + en, y + 75, z + 1} +f v (x, y + OJ, z + Z)i + 



Nahert man den Punkt M ' dem festgehaltenen Punkte M lanj 

k 
der Flache unbegrenzt deraii, daB y gegen die Grenze t konvergiei 

so wird auch ,- im allgemeinen einer Grenze u und die Sekante ein 
Grenzlage sich n'ahern, die durch 



dargestellt ist und als eine Tangente der Flache iin Punkte H b 
zeichnet wird. 

Zwischen dem beliebig festzusetzenden t und dem u besteht abe 
sofern die partiellen Ableitungen fxjfy^fz stetige Funktionen ihr< 
Argumente sind, vermoge (4) die Beziehung: 



Ohne Rticksicht auf die spezielle Wahl von t herrseht all 
zwischen |, ?;, g, d. i. zwischen den Koordinaten der Punkte all 
Tangenten in M die aus (5) und (6) resultierende Gleichung 

($-aO/: + fo-y)/? + tt-*)./:-o, c 

die eine durch M gehende Ebene darstellt. 
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Das Ergebnis der Betraehtung geht also dahin, dafi alle Tan- 
gent en in einein Flachenpunkte im allgemeinen em besonderes 
Yerhalten der Ableitungen /*, f in fz ausgeschlossen in einer Ebene 
liegen, die man als die Tcwgenten- oder Tangentialebene der Flache ini 
Pnnkte 31 bezeiehnet; (7) ist ihre Gleichung. 

I. Ist der Puiikt M gegeben, so erfordert die Bestimmung der 
Tangentialebene lediglich die Ausfuhrung der Gleichung (7). 

Beispiel. Ist J/ ein Punkt des dreiachsigen Ellipsoids 



so ergibt sich die Gleiehung der Tangentialebene daselbst zunachst in 
der Form: 



und bei weiterer Ausfuhrung lautet sie einfacher: 

^i , yn , it _ -, 

1? "*" & 8 ^ c 2 " "~ - 1 ' 

II. Sollen an die Flaehe durcli einen Punkt P (ar /y /^ ) Tangential- 
ebenen gelegt werden, so haben deren unbekannte Beriihrungspunkte 
x ijig auBer der Gleichung der Flacbe 



nocn der Gleichung 

O/o - 



zu genugen. Ihre Gesamtheit ; durch dieses Gleichungspaar bestimmt, 
ist eine auf der Flaehe liegende Kurve ; die Beruhrunc/sJcurve des Kegels, 
der der Flaehe aus dem Punkte P umsehrieben ist, indem seine Be- 
rtihrungsebenen zugleich Tangentialebenen der Flaehe sind. 

Beispiel. Bei dem Ellipsoid des vorigen Beispiels lautet das 
Gleiehungspaar zur Bestimmung der Beruhrungskurye: 



die zweite Gleichung bestimmt bei variablem x, y, 2 eine (stets reelle) 
Ebene, deren Schnitt mit dem Ellipsoid die Beruhrungskurve bildet. 
Man nennt die Ebene die Polarebene des Punktes P in bezug auf das 
Ellipsoid, P ihren Pol Ein analoger Sachverhalt ergibt sich fur jede 
Flaehe zweiter Ordnung, wie man an der allgemeinen Gleichung (15), 
259, erweisen kann. 

III. Sind an die Flaehe Tangentialebenen zu legen ; die einer ge- 
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gebenen Geraden = ^ = ~ parallel sind, so mtissen cleren nocb 
unbekannte Beruhrurigspunkte xjyjs aufier 

/(s,y,*)-0 
auch. noch die Gleichung 

P/* + 9/1 + r/' s - 

erfiillen, welche die Forderuog ausdruckt, daB die Ebene (7) der ge- 
gebenen Geraden parallel sei (249). Die Gesamtheit der Beriihrungs- 
punkte, durch das vorstehende Gleichungspaar bestimmt, erfiillt eine 
auf der Flache liegende Kurve ? die Berulmmgskurve des der Flache 
parallel zu der Geraden umscliriebenen Zylinders. 

Beispiel. Bei dem Ellipsoid der vorigen Beispiele heifit das 
Gleichungspaar 



die zweite Gleichung gehoii bei variablem x, y, z einer durch dei 
Ursprung gehenden Ebene an ; die die verlangte BeriihrungskuiTe aus 
schneidet. 
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Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 
Emanuel Czuber: 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 

u. ihre Anwendung auf Fehlerausgleichung, Statistik u. Lebensversicherui 

2. sorgfaltig durchgesehene und erweiterte Auflage. In 2 Banden. 
I. Band.: Wahrscheinlichkeitstheorie, Fehlerausgleichung, KolIektivmaBIehre. 

Mit 18 Figuren im Text. [X u. 410 S.] gr. 8. 1908. In Leinwand geb. n. JC 12 

[II. Band unter der Prease.] 

Gelege'ntlich der zweiten Auflage 1st das Buch in zwei Bilnde geteilt word 
von denen zunachst der erste vorliegt. 

Bei der Bearbeitung dieser Neuauflage sind inaneherlei l(5rderlich erscheinei 
Neuerungen im einzelnen getroffen worden, so die Darstellung der Wahracheinli 
keitssatze in Form von Funktionalgleichungen, die Heranziehung des Begriff? 
relativen Wahrscheinlichkeit, der Mengenlehre. Des weitezen war der Verfasser d 
anf bedacht, die Grundfragen, welche die philosophische Seite des G-egenstan 
betreffen, tiefer zu fassen. Ein Kapitel fiber die KollektivmaBlehre, die, ' 
Gr. Th. Fechnerbegriindet, durch die neueren Arbeiten von G. F. Lipps und H Brt 
wesentlich gefSrdert wurde, durfte nicht mehr fehlen; die theoretischen Grundlaj 
dieses jiingsten Zweiges warden so knapp als niSglich dargestellt, hingegen auf 
praktische Anwendung durch Yorfuhrung mehrerer, darunter auch grSBerer Beispi 
vorzubereiten gesucht. 

Vorlesungen 
iiber Differential- und Integral -Rechnun 

In 2 Banden. 2. sorgfaltig durchgesehene Auflage. gr. 8. 1900. 

I. Band. Mit 115 Figuren im Text. [XIII u. 560 S.] In Leinwand geb. n. ,fc 1-2 
II. Band. Mit 87 Figuren im Test. [IX u. 532 S.] In Leinwand geb. n. M 12 

Bei der Abfassung dieses Werkes hat sich der Verfasser als Ziel gesteckt, e 
Darstellung der theoretischen Grundlagen der Infinitesimalrechnung in organise 
Yerbindung mit deren Anwendungen, insbesondere der geometrischen , von soldi 
Umfange zu geben, als es einerseits fur das Studinm jener angewandten Disziplir 
in denen die Mathematik den Grand zu legen hat, erforderlich ist, und als 
andererseits die Yorbereitung fur das Eintreten in Spezialgebiete der Anal; 
voraussetzt. Er hatte in erster Linie die Bediirfnisse der Technischen Hochschu 
im Auge, wo eine so geartete Behandlung des Gegenstandes allein am Platze 
glaubt aber, daB auch Studierende der Mathematik in engerem Sinne von dem Bu 
mit Nutzen werdon Gebrauch inachen kOnnen; denn die reichliche Bedachtnahme 
die Anwendung der theoretiscben Satze soil nicht bloB dazu dienen, das Interesse 
dem Gegenstande, das ja hier vorausgesetzt werden muB, wach zu erhalten, sie 
vielmehr geeignet, das Yerstandnis der Theorie zu fSrdern und zu vertiefen. 
der Auswahl und Behandlang der Beispiele wurde der Grundsatz festgehalten, 
es sich da mm handelt, die theoretischen Satze an denselben zu mannigfacher dui 
sichtiger Anwendung zu bringen, durch sie aber auch zur Yermehrung des AYiss< 
stoffes beizutragen. Zahlreiche Textfiguren unterstiitzen den Yortrag. 

,,Was ferner beide Bande vorteilhaft vor anderen, uhnkchen Buchem auszeichnet, dafi ist 
vorziigliche Auswahl und die klare Behandlung der ssahlreicuen znm Teil vtfllig neuen Beiapiele, wt 
namentlich die geometrischen Anwendungen der Methoden erlautern ; und nach dieser Bichtung kann 
Ansicht des Beferenten gerade den Techmkern niemals zu nel geboten werden. Fur sie 1st 
namentlich das Kapitel xlber Massenanziehung und Potential im 4. Abschnitte des II. Bandes von 
sonderem Werte, sowie die Anwendungen der Differentialgleichungen, deren Thoorie man in gedrani 
Bahnien wohl kaum irgendwo besser dargestellt finden dUrfte." 

(A. v. Braunmtihl in den Slattern fur das bayrische Qyipnasiatschulwe 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Emanuel Czuber: 

Geometrische Wahrscheinlichkeiten u. Mittelwerte. 

Mit 113 Textfiguren. [VII u. 244 S.j gr. S. 1884. Geh. n. JC 6 SO. 

Das \or!iegen<le Bueh ist der erste Versuch einer systematischen 
Darstellung der geometrischen Wahrscheinliehkeiten und der damit eng 
/>.!. :<.: .. n _-o:, (::! geometrischen Mittelwerte Der erste Teil, ,,Geo- 
metrische \Valarscheinlichke it en '% zertcillt in drei Abschnitte, 
welche der Reihe nach willkiirlicb angenomniene Pankte an Linien, in 
Fliichen, im Raume}, willkiirlicb gezogene Geraden an der Ebene, im 
Raume, und willktirlich gelegte E bee en zum. Gegenstande haben, Im 
zweiten Teile, ,,Geometrische Mittelwerte' k betitelt, ist von einer 
weiteren Gliederung des Stoffes Abatand genommen worden ; die Probleme 
sincl Mer nach den zu ihrer Lcisung ver\vendeten Methoden geordnet 

Theorie der Beobachtungsfehler. 

Mit 7 Textfiguren. [XIV u. 418 S.] gr. 8. 1891. Gen. n. Ji 8, 

Eine zusanimenfassende Darstellang der wissenschaftlicben Grund- 
lagen der Feblertheorie und der auf sie gegriindeten Ausgleichungs- 
recbnung, wie sie dieses Buck zu geben veraucht, soil einem doppelten 
Z \vecke dienen: den Matnematiker in dieses durch Metapbysik und Analyse 
gleich interessante Gebiet der Wabrscheinlicbkeitsreclinung einffiliren und 
demjenigen, den praktische Probleme niit der Ausgleicbungsrechnung, 
diesem unerliiSlich gewordenen Bindeglied zwischen Beobachtungen einer- 
seits und den aus ihnen getblgerten Resultaten andereraeits, zusammen- 
fdliren, ein muglichst umfas.sendes Bild ihrer Entwicklung nach der 
theoretiseben Seite biefcen. Die technische Ausiuhrung der Recbnungen 
bei LOsung ^pezieller Aufgaben aus verschiedenen Gebieten der An- 
wendung fullt hiernach nicht in den Rahmen des Buches. 

Die Entwickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie 
und ihre Anwendungen. 

A. u. d. T. : Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. VII 2. 
[Vin u. 279 S.] gr. 8. 1899. Geh. n. & 8.. 

Die Scbrit't stelit sich die Aufgabe. den Entwickelungsgang der 
Wahrscheinlicbkeitstheorie bis zu ibrem heutigen Stande in knappen 
Ziigen zu zeichnen und auf die Anwendungsgebiete so weit einzugehen, 
als es sich dabei urn theoretische Fragen handelt. Der philosophischen 
Seite des Gegenstandes wird mehr Autrnerksamkeit zugevvendet, als dies 
sonst in mathematischen Schriften zu geschehen pflegt. Es erwies sich 
als zweckmaUig, nicht den historischen Gang, sondern die sachliche 
Gliederung zur Gruiidlage der Anordnung zu wahlen. So werden denn 
der Reihe nach die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie; ihre An- 
wendung auf die Ergebnisse wiederholter Versuche; die Wahrscheinlich- 
keit der Ursachen beobachteter Ereignisse und das Schliefien auf zuktinffcige 
Ereignisse: die Beurteilung vom Zutall abhS,ngiger Yor- und Nachteile; 
die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie aufZeugenaussagen und 
Entscheidungen von Gerichtshofen, auf die Resultate von Messungen, 
endlich auf die Statistik behandelt. 



WISSENSCHAFT UND HYPOTHESE, 

Sammlung von Einzeldarsteilungen 

aus dem Gesamtgebiet der Wissenschaften mit besonderer 

Bertlcksichtigung ihrer Grundlagen und Methoden, 

ihrer Endziele und Anwendungen. 

Die Sammlung will die in den verschiedenenWissensgebieten dutch rastlose Arbeit ge- 
wonnenenErkenntnisse von umfassendenGesichtspunkten aus im Zusammenhang mitein- 
ander betrachten. Die Wissenschaften werden in dem Bewufitsein ihres festenBesitzes, ID 
ihrenVoraussetzungen dargestellt, ihr pulsierendesLeben, ihrHaben, KonnenundWollen 
aufgedeckt. Andererseits aber wird in erster Linie auch auf die durch die Schranken dei 
Sinneswahrnehmung und der Erfahrung iiberhaupt bedingten Hypothesen hingewiesen. 

I. Band: Wissenschaft und Hypothese. Von H. Po in care, membre de 
1'Academie, in Paris. Deutsch vonL. und F. Lindemann in Miinchen. 2. Aufl. 1906. 
Geb. ^4.80. 

II. Band: Der Wert der Wissenschaft. Von H.Poincard, membre de 1* Academic, 
in Paris. Mit Genehmigung des Verfassers ins Deutsche iibertragen von E.Weber ir 
StraBburg. Mit Anmerkungen und Zusatzen von H.Weber in StraBburg. Mil 
einem Bildnis des Verfassers. 1906. Geb. M 3.60. 

in. Band: Mythenbildung" und Erkenntnis. Eine Abhandlang iiber die Grand- 
lagen der Philosophic. Von G. F. Lipps in Leipzig. 1907. Geb. ,# 5. 

IV. Band: Die nichteuklidische Geometric. Histor.-kritischeDarstellung ihrer Ent- 
wicklung. Von R. Bonola in Pavia. Deutsch von H. Li eb ma nn in Leipzig. 1008 
Geb. M 5. 

V. Band: Ebbe und Flut sowie verwandte Erscheinungen im Sonnensystem, 
Von G. H. Darwin in Cambridge. Deutsch von A. Pockels in Braunschweig 
Mit einem Einfuhrungswort von G. v. Neumayer in Hamburg. Mit 43 Illustrationen 
1902. Geb. Jt 6.80. 

VI. Band: Das Prinzip der Erhaltung der Energie. Von M. Planck in Berlin 
2. Auflage. 8. 1908. Geb. M. 6. 

Uttter der Presse: 

Das Wissen unserer Zeit in Mathematit 
und Naturwissenschaft Von E. Picard 
membre de llnstitut, Paris, Deutsch von L. unc 



Grundlagen der Geometric. Von D. H i 1 b e r t - 

GSttingen. 3. Auflage. 
Wissenschaft und Religion. Von E. Bou- 

troux, membre de 1'Jnstitut, Paris. 



F. Lindemana-Munchen. 



In Vorbereitung befinden sicb. (genauc Fassung der Titel bleibt vorbehalten) : 



Anthropologie und Rassenkunde. Von . 

v. Baelz -Stuttgart. 
Prinzipien der vergleichenden Anatomie. 

Von H. Braus- Heidelberg. 
Die Erde als Wohnsitz des Menschen. 

Von K. Dove- Jena. 
Probtemed. Wissenschaft. Von F.Enriques- 

Bologna. Deutsch von K. G r e 1 1 i n g - Gbttmgen. 
Das Gesellschafts - und Staatenleben im 

Tierreich. Von K. Escherich-Tharandt. 
Erdbeben und Gebirgsbau. Von Fr. Freeh- 

Breslao. 
Die pilanzengeographischen Wandlungen 

der deutschen Land sch aft. Von H. Haus- 

rath- Karlsruhe. 
Reizerscheinungen der Fflanzen. Von 

L. J o s t - Bonn-Poppelsdorf. 
Blumen und Insekten. Von O. Kirchner- 

Hohenheim. 
Geschichte der Psychologie. Von O. Kl e m m- 



Die Materie im Kolloidzustand. Von V. K ohl- 
sc'nUtter- StraBburg L E. 

Leipzig, Poststrasse 3. 



Die Vorfahren und die Vererbung. Voa F. L 

Dan tec-Paris. Dtsch.v.H.Kniep-Freiburgi.B 
Pie wichtigsten Probleme der Mineralogic 

und Petrographie* Von G. L lack- Jena 
Die Erkenntnisgrundlagen der Mathematil 

und der mathematischen Naturwissen- 

schaften. Von P. Natorp- Marburg, 
-Die Grammatik exakter Wissenschaff. Voi 

K. Pearson -London. Deutsch von L. unc 

F. Lindemann -Miinchen. 
Die botanischen Beweismittel fur die Ab< 

stammungslehre. Von H. Potonie- Berlin 
Physiologic der Einzelligen. VonS. v.Pro 

w a z e k - Hamburg. 
Mensch und Mikroorganismen unterbesonde 

rer BerUcksichtigung des Imraunitatsproblems 

Von H. Sachs- Frankfurt a. M. 
Die Methoden der geographischen For 

schung. Von O. Schluter-KSln. 
Gnindfragen der Astronomic, der Mechanil 

und Physik der HimmelskSrper. Von H 

v. Seeliger-MUnchen. 
Meteorologische Zeit- und Streitfragen 

Von R. Siiring- Berlin. 

B. G. Teubner. 



Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin. 

Ahrens, Dr. W., In Magdeburg, rnathematische Unterhaltungen und Spiel< 
FX u, 42S 8.] gr. 8, 1901. In Original -Lein wan dband mit Zeichnung vo 
t. Biirck in Darmstadt. Geb. n. JL 10. 

Scherz und Ernst in der Mathematik. Geflugelte und ungeflugelt 

Worte. [X u. 522 S.] gr. 8 1904. In Leinw. geb. n. M. 8. 

Bolyai de Bolya, Wolfgang, tentamen iuventutem studiosam in element 
matheseos purae elementaris ac sublimioris methpdo intuitiva evi 
dentiaque huic propria introducendi, cum appendice triplici. Editi 
secunda. 

Tomus I: Conspectus anthmeticae generalis. Mandate Acadexmae Scientarum Hunganoa 
suis adnotatiombus adiectis ediderunt lulius Konig et Mauritius B,6thy, Academia 
Scjentan un Hur.car: -ao sodales Mit dem Bildms des Verfassers und 11 lithograpMsolie 
Tafeln. k XJl u :< S ; 4. 1899 In Halbkalbleder geb n JC 40. 

JJ: Elementa geometriae et apendices. Mandate Academiae Scientarium Hungarica 
BUIS adnotatiombus adiectia ediderunt Jo sephus Kurschak, Mauritius K6thy, B61 
Tdtoasy de Zepethnek, Academiae Scientanum Hungancae sodales. 4. 1904. Para I 
Textas. [LXin u. 437 S.] Pars n. Figurae. [LXXY u. VII lithograpMscue Tafeln 
In Halbkalbleder geb. n. JL 40. 

Borelj Dr. E., Professor an der Sorbonne zu Paris, Elemente der Mathematil? 
In 2 Banden. I. Band: Arithmetik und Algebra. Yom Yerfasser genehmigt 
deutsche Ausgabe, besorgt von Dr. P. Stack el, Professor an der Technische 
Hochschule zu Hannover, gr. 8. 1908. In Leinwand geb. [Unter der Presse. 

Engelj Dr. IPriedrieh, Professor an der Universit'at Greifswald, der Geschmac 1 
in der neueren Mathematik. Antrittsvorlesung gehalten am 24. Oktobe 
1890 in der Aula der Universitat Leipzig. [22 S.] gr. 8. 1890. Geh. n. M, 1.- 

I*3dcke, Dr. Robert. Professor an der Technisclien Hochscliule zu Braunschweig 
kurzgefafite Vorlesungen iiber verschiedene Gebiete der hQhere 
Mathematik mit Beriicksichtigung der Anwendungen. Analytisch 
funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Figuren im Text. [IX u. 520 S. 
gr. 8. 1900. In Leinwand geb. n. J(. 14. 

per II. (SchluC-) Teil fiber Algebra und Geometrie ist in Vorbereitung.] 

GeiBlepj Dr. Kurt, in Luzern, die Grunds,tze und das Wesen des Unend 
lichen in der Mathematik und Philosophic. [THE u. 417 S.] gr. 
1902. Geh. n. & 14 , geb. n. M. 16. 

Jahnke, Dr. E., Professor an der Egl. Bergakademie zu Berlin, und F. Emde, In 
genieur in Berlin, Funktionentafeln mitFormeln und Kurven. A. u. d.T 
Mathematisch-physikalische Schriften fur Ingenieure und Studierende, heraus 
gegeben von E. Jahnke. 8. Kart und in Leinwand geb. [Unter der Presse. 

Schwering, Prof. Dr. K., Direktor des Gymnasiums an der Apostelkirche zu K51n a. Rh 
Handbuch der Elementarmathematik fiir Lehrer. Mit 193 Figuren in 
Text, [VIE u. 408 S.] gr 8. 1907. In Leinwand geb. n. M. 8. 

Tannery, Jules, Membre de Flnstitut de France, Subdirektor der mathematisch 
naturwissenschaftlichen Abteilung an der 15 cole Normale sup^rieure zu Paris 
Elemente der Mathematik. Mit einem geschichtlichen Anhang vo] 
P. Tannery. Mathematisch-philosophische Klasse, Zeugnis fitr Physik, Chemi 
und Naturwissenscbaft. Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. P. Klaess r 
Luxemburg. Mit einem Einfuhrungswort von Felix Klein, [ca. 200 S.] gr. i 
1908. In Leinwand geb. [Unter der Presse.] 

VoB, Dr. A. v t> Professor der Mathematik in Munchen, uber das Wesen de 
Mathematik. Rede, gehalten am 11. Marz 1908 in der Offentlichen Sitzun 
der Kgl. Bayrischen Akademie der Wissenschaften. Erweitert und mit Aii 
merkungen versehen. [98 S.J 8. 1908. Geh. [Unter der Presse.] 



